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Vorwort. 



Mßie WahrscbeinliciikeitsrechiiiiDg umfafst ein sehr ausgebreitetes uni wich* 
tiges Gebiet und hat es mit der Anwradung der Gesetze, welche die Mathe- 
matik entwickelt, auf einseltte Zweige des menschlichen Wissens zo thnn. Sie 
gehört daher eigentlich in das Gebiet der angewandten Mathematik, und ihre 
Angabe wird nm so besser gelöset und ihr Umfang erweitert werden können, 
je mehr Mittel die Mathematik anffindet nnd der Anwendung snr VerfOgang stellt. 
IHe ersten Anfange £eser Wissensdiaft reichen bis anf Pascal nnd 
JFertMot zurück, welche sich mit der Lösung einzelner, ihr angehöriger Probleme 
(§• 24. S. 107) beschAftigten und sie, wie dies bei dem ersten Hwvortreten 
solcher Fragen gewöhnlich ist, in sehr specieller Form aufstellten. Verschie«- 
dene Mathematiker wendeten spftter diesem eben so wichtigen als anziehen«- 
den Zweige der Mathematik ihre Anfinerksamkeit zu und es erwuchs hieraus 
eine besondere Wissenschaft So H^ghens in seiner Abhandlung ,,De ratio- 
dniis in Indo aleae'' und Jac. BemoulH, der in seiner Schrift „Ars con- 
jectandi '^ die Grundzfige dieser Doctrin feststellte. Hieran reiheten irich nun die 
Akii^ten der BermmlU, und dmin die Schriften Ton MmUmart „Essai snr les 
jeiix de hazard*^ und von Jfoirr» „Doctrine of Chances'*; femer die Abhand- 
lungen von EiuUr, Lagrm^ u. A. Ober diesen Gegenstand. In der neuem 
Zeit wurde die Literatur dieses Zweiges der Mathematik durch die aosfbhr- 
Jiehwen Werke von Comdorcet „Essai sor riB[^lication de Tanalyse a la pnn 
babilite des dedsions rendues a la pluralite des voix '', von La/place „Theorie 
analytique des probabilites '' und von Poimfon „Rechercfaes sur hi probabilite 
das jugments en mattere crimineUe et en matiere dvile^' bereichert: so dafs 
diesAe nun eine froher nicht gekannte Bedeutung gewann. 



IV 

Zufolge der Titel der genannten Weiice beschifiigen sich dieselben 
scheinbar mit ganz verschiedenen Dingen. Die Aufgabe^ weldie die Wahrschein- 
lichkeitsrechnnng zn lösen hat, ist nicht wie bei andern Theilen der Mathematik 
ans einem obersten Grundsätze organisch zu erzengen und abzuleiten, sondern sie 
nimmt ihren Inhalt, wie alle mit der Anwendung sich besdiAftigenden Doctri- 
neu, aus dem Gesammtgebiete des menschlichen Wissens zusammen; überall 
wo sie tauglichen StolF zur Bildung und Anwendung findet. Der von ihr zu 
verarbeitende Stoff steht durchaus nicht im Zusammenhange; sie hat ihn sogar 
nicht in Zusammenhang zu bringen, sondern nur neben einander sn stellen 
und dann bei dem Eingehen in das Einzelne nach einer bestimmten Richtung hm 
systematisch ihn zu ordnen. Sogar die allgemeinen Grundsitse, welche sie ris 
maabgebend aufstellt, fliefsen nicht einmal aus einem obersten Prindp md sind 
nicht dem von ihr zu verfolgenden Zwecke ent&ommen. Das GebAnde, wel- 
ches sie auffahrt, ist nicht aus eineriei Stoff, sondern nur aus der Gleichför- 
migkeit der Behandlungsweise erwachsen. 

Die Wahrscheinsichkeitsrechnung beschiftigt sidi nach ihrem gegenwär- 
tigen Stande mit Folgendem: Mit Darstellung der aHgemeineB Grundsitse, 
welche bei der Behandlung ihrer einsehoien Zweige gehen ; mit Bestimmung der 
Wahrscheinlichkeiten des einmaligen oder wiederholten Eintreffens von Er- 
eignissen, wenn die dasselbe bedingenden Ursachen bekannt sind; mit Ermitt- 
lung des Werths von Gütern, welche von dem möglichen Eintreffen kflnfkiger 
Ereignisse abhangen und des Werths der Erwartung oder der ob - und sobfecti- 
ven Hoffnung; mit Betrachtung der ZufftUigkeiten bei den Spielen und Lotterieen; 
mit Berechnung der Lotterie- Anlehen; mit Bestimmung der YOThültnisse der 
SterbUcbkeit und der menschlichen Lebensdauer^ fBr einzelne Personen, so wie für 
das Znsammenleben mehrerer Personen und der darauf sich grOndeiiden Werthbe^ 
Stimmung mancher Art von Gfltem, wie Leibrenten, Lebensversicherungen n« s« w.^ 
so wie mit den darauf gegründeten Versichorungs - und Rentengesellsehaften, 
Tontinen, Annuitüten, Wittwen- und Waisen - Pensions - und Versorgmigs- 
Anstalten n. s.w.; mit Ermittlung der Glaubwürdigkeit der Zeugen «Aussagen, 
der Zuverlässigkeit der Urtheile in politischer und juridischer Beziehung, iffe von 



eiiieiD Vereine meiurerer PersoiMii gefällt werden ; mit Bestimmaitg der Walir«* 
sdieinlieUceit mos BeobaelitMgtB , Erschlieftang der Ursachen ans den durch 
dieselben henrorgehrachten Erscheinungen und des Übergangs von ihnen auf 
das Eintreffen iKfinftiger Ereignisse; mit Ernrittlung der Gröfse und Bedeutung 
d«r Fehler bei Beobachtungen und der hiernach nöthigen Verbesserungen u. s. w; 

LapUice hat die Wahrscheinlidikeitsrecfanung in seinem oben angefflhr-* 
ten Werke in 11 Abschnitten am vollständigsten behandelt. Indessen sind 
einzelne Zweige derselben ztemlidi wenig bedadit. Z. 6. das 8te CapiteL An- 
deres, wie die Spiele, Lotterieen, Lotterie «Anlehen, sind Obergangen; wieder 
Anderes verdankt seine BerOoksichtigung nur Zufälligkeiten; wie die im 3ten 
Capitel behandelte Aufgabe (Des lois de la probabilite, qui rösultent de la mul- 
tipdication ihdefinie des ev^nements), die eigentlich dem zweiten Capitel an-^ 
geliört. Die weiter oben genannten Werke enthalten die Bearbeitung einzel-« 
ner Zweige der Wahrsehrinliohkeitsrecbnung. 

Die vorlieginden Untersuchungen beschäftigen sich mit der Feststellung 
der allgemeinen Gnmdsätze der Wahrseheinlidikeitsrechnung (Iter Abschnitt 
§. 1 — 8.); mit Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten bei Ereignissen, deren 
Ursachen bekannt sind (2ter und 3ter Abschnitt §. 4 --34.); und zwar im 
3ten Abschnitte (§• 4 — 24.) , wenn das Eintreffen des fraglichen Ereignisses 
als ein einfaches zu betracbleii ist, oder wenn es nur einmal eintritt; im 3ten 
Abschnitte ($w 25 — 34.), wenn dasselbe wiedwholt, oder in einer bestimmten 
Reihenfolge einireien soll; und endlich im 4ten Abschnitte (§.35 — 48.) mit Be«- 
Stimmung des Werths der Erwartung oder der ob-*^ und sabjectiven Hoffnung. 

Man sieht, dafe dies der kleinere Theil der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist. Der Obrige Theil soll nachfolgen , sobald mir Mufee zu der weitem Bearbei-» 
tui^ wird« 

Über dM Inhalt der einzelnen Abschnitte ist Folgendes zu bemeri&en. 

Die Attfiitellung der allgemeinen Grundsätze der Widnrscheinlichkdt»r 
reichnnng (§.l----d«) weicht von desjenigen ab, die in den hieher gehörigen 
Sehriflen, namentlich von Jbaptatßi, gegeben wird. E» sind darunter nach m^ 
•nem' DtfiBrbfliten niir dic^gen Satze attflumehmen, die sich* als allgemein 
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charaoterisireii, dag^en alle die attszuscUicAeo, welclia nur f Ar die eiiiMfaMii 
Theile dieser Wiseeiischaft als maafagebrad sieb faltend macheau Die GrOiidt, 
welche diese Ansicht rechtfertigen soUen, sind mit ÜAekatehlBahBe auf die von 
Lapiace aufjgestelltan allgemeinen Grundsfttse in $. 8. entwickelt; worauf ieh 
abo yerweise. Auf das Werk von PaUeon , welches theils die von Lapl4i€0 
aufgestellten Grundsitze annimmt, theils andere hinsufOgt, denen gleichfiills jene 
Eigenschaft abgeht, besonders zurückzukommen, schien deshalb nicht nöthig. 

Der zweite und dritte AbsehmU umfafst ein ziemlich wmtea Feld, 
welches sich mit dem Fortschreiten der Wissenschaft noch mehr erwetom wird« 
Es sind nicht nur diejenigen Probleme au^enonuen, welcke tob Faeoal, 
Jac. und Nie. BemouUi, Euler, La^anj/e, Tremblegf u. A. aufgestaltt 
und behandelt wurden, die auch Lapiace in sein Werk (2tes und dies Gap.) 
aufnahm und denen er noch andere hinzuftgte, sondern ihre Zahl ist aneh 
noch durch neue vermehrt; wie sich aus dner einfachen VOTgleiehung der 
beigefflgten geschichtlichen Notizen ergiebt. Dabei sind die meisten frAher schon 
aufgestellten Probleme auf einen allgemeineren Standpunet zurflokgef&brt und 
von ihm aus beantwortet worden. Zahlen werden am einfachsten diese Behaup- 
tung rechtfertigen. Es ist der Inhalt der $$. 4, 8, 11, 13—18, 20, 22 — 24, 
39, 30 und 33 mit dem Werke von Laplaee zu vergleichen; ferner ist der 
Inhalt der §$. 4, 6, 7, 9, 10, 11 und gröfstentheiis derer 15 — 18, 19^ 21, 
25 — 28, 31, 32 und 34 nachzusehen; wo nidit blofs einzelne, sondern eine 
Reihe von Problemen behandelt sind, die bei Laptace nioht vorkomtnen« 

Ein Ähnliches YerhAltnifs ergiebt sich aus der Vergleichung des vierten 
Abschnitts mit dem X. Gap. des Laplaee^hen Werkes, wo^ dieser Gegen- 
stand ziemlich karg bedacht ist 

Bei der Entwicklung der SAtze der Wahrscheinlichkeitsrechnmig war 
es ein Hauptzweck, sie so viel nur möglich auf ganz eiementtt'em Wege zu 

r 

geben. Hieduroh dürfte jedw Wissensdiaft am meiaten gedient sein; denn so 
wird verhütet, dafs sich die Methodik zu sehr erhd>e und an die Stelle der 
Wissenschaittichkeit setze. Die MeHode kann immer nur formelle Dienste 
leisten und nur in so weit Berfloksichtigang verdienen, ab sie am . sdmeUaten 
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fftrdert. Nanieiitlioh Iflfst die WahrsebeinlichkeitsrechBong sidi nicht ans einer 
keetiimslen Methode oder Form entwickeln« Es widerqiridit dies ihrer Natnr. 
Man hat indessen bei ihr dieses Mittel angewendet. Lagrang^ nnd Tremhieg 
haben mehrere der im 2ten nnd 3ten Abschnitte entwickelten Sätze durch die 
Methode der znrAcklanfenden Reihen gelöset ; Laplace hat sie anf die von ihm 
benannten „Fonctions g^niratrices^* nnd beinahe mit gänzlicher Umgehung der 
CombhMtlonslehre) gewifs nicht zum Frommen dieses Thdis der Wahrschein«* 
liddk:eitsrechmag) znrflekgefBbrt; denn dadurch, dafs man die Begrftndmig ihrer 
Sitze in die weniger betretenen Pfade des hohem Calcnis verwies nnd diesem 
wie mit dnem Zauberstabe neue Gesetze entlockte, entrflckfe man sie ihrer 
natflrlichen Bildsamkeit und entzog die in den 8ten und Sten Abschnitt gehA- 
rigen Probleme ihrem nattrUchen und beimischen Boden, der Combinations- 
lehre. Schon Buür hat die von ihm gelOseten Probleme auf die Combina- 
tionen zurfickgebracht, und Tretnhley hat Dasselbe bei einigen andern {§. 38. 
und 34.) in Comment. Soc. reg. scient.' Gotting. ad ann. 1793 et 1794 gethan. 

Der 2te und 3te Abschnitt macht es sich zur Haupt- Aufgabe, diese 
Ansicht durchznfilhren und zu zeigen, dafs man mit Unrecht die Combinations-* 
lehre von diesem Felde ausschlofs; denn man wird, wenn man anders nicht 
mit vorgefafster Meinung die hier vorgetragenen Untersuchungen betrachtet, aus 
einer Yergleichung des hier Gegebenen mit dem frflher Gewonnenen die Über- 
zeugung entnehmen , dafs die Combinationslehre nicht nur allgemeinere Methoden 
und Entwicklungen an die Hand giebt, als die bisher eingeschlagenen Verfahren, 
sondern dafs sie überhaupt eine gröfsere Anzahl von Problemen lösen lehrt; 
wegen ihrer ungemeinen Bildsamkeit und reichhaltigen Anwendungsfflhigkeit. 

Aus diesem Grunde ist auch noch auf den weitem Zweck des Vor- 
liegenden aufmerksam zu machen. Er besteht darin, durch die im 2ten und 
3ten Abschnitt angestellten Untersuchungen zugleich der ComünatiaMlekre zu 
dienen. Jedes hiehergehörige Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung löset 
auch ein Problem der Combinationslehre auf; denn beide Disciplinen stehen in 
Wechselwirkung. Dies wurde entweder bei der Aufstellung der einzelnen Auf- 
gaben schon zum Voraus angekflndigt, oder, wo es nicht der Fall war, wurde 
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gehörigen Orts bemerkt, welches Problem dar CondimatioiisMre Eur Fr^ge 
komme» und wo ihm seine Stelle anzuweisen sei. Man kann daher den 2teB 
nnd 3ten Abschnitt aagleich als eine Erweitemng der Combinationaldffe be- 
trachten; wie es die gefundenen Sitae nachweisen. 

Der vierte AbecAniU handelt von der ErmitUnng des Werthe der 
Erwartung oder der ob - und eubfectwem Hi^pnung^ von h^plmce ^Esperance 
morale'' genannt. Zaerst sind Begriff nnd Bedeutung eines au erwartenden 
Gutes und die daraus sich ergebenden matheanatiscben Bestinunungen festgestdlt; 
dann ist der Einflufs angegeben, welchen die Ordnung auf die einaeben Theil- 
nebmer bei bestimmten Wahrscheinlichkrilen fiufsert; hierauf das Veriültnib der 
Einlage zu dem zu erwartenden Gewinn, u. s. w. Endlich sind, nach dem Vor- 
gänge von Dan. Bernoulü, die Gesetze der snbjeeliven Hoffnung entwickelt. 

SchUefslidi ist zu bemerken, dafs diese^ Arbeit schon im Jahre 1842 
niedergeschrieben war. 

Freiburg i. B. im Februar 1848. 



L. Oettinger. 
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$. 4. In einer Urne sind verschiedene Kugel-Arten. Es wird s mal gezogen und bei jeder 
Ziehung eine Kugel herausgenommen und nach derselben in die Urne zurückgelegt: 
a) Wie grofs ist die WafaFscheinlichkeit, dafs in den p^ ersten Ziehungen nur Ku- 
geln von der ersten, in den p^ zweiten Ziehungen nur Kugeln von der zweiten 
Art u. s. w. erscheinen werden? 
/i) Wie grofs ist sie, wenn die Ordnung aufgehoben wird , in welcher die Gruppen 
der verschiedenen Kugel- Arten nach einander erscheinen sollen? ^ 

Lösung der beiden vorstehenden Probleme, wenn die gezogenen Kugeln nicht in 
die Urne zurückgelegt werden. 

Beweis des Satzes: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem meh- 
rere Fälle in bestimmter Ordnung aufeinander folgen, bleibt unverändert, wenn auch 
die Ordnung, in welcher sich diese Fälle aneinander anschliefsen sollen, geändert, 
oder wenn eine bestimmte Reihenfolge in diesen Fällen durch eine andere beliebige, 
bestimmte Reihenfolge vertreten wird. 

§. 5. In einer Urne sind r Kugel- Arten, m^ von der ersten, m^ von der zweiten u. s. w., 
mr von der rten Art. Man nimmt die Kugeln einzeln heraus, ohne sie in die Urne 
zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs p^ Kugeln erster, p^ zweiter 
Art U.S.W, erscheinen werden: 

«) Wenn die ^i -f /^t + Pr Kugeln einzeln , ' 

A) Wenn sie auf einmal herausgenommen werden? v 

In einer Urne sind r Kugel- Arten, m^ Kugeln erster, m^ Kugeln zweiter Art u. s. w. 
Man nimmt Pi'\'Pt-{' Pr Kugeln heraus, ohne die gezogenen Kygeln zurück- 
zulegen und bringt sie in eine Abtheilung; dann nimmt man fi-f-^t'f ^r Kugeln 

heraus und bringt sie in eine zweite u. s. w. Wie grofs ist die WanrscheinUchkeit, 
dafs in der ersten Abtheilung p^ Kugeln erster, p^ zweiter u. s. w., pr rter; in der 
zweiten Abtheilung q^ Kugeln erster, (/, zweiter u. s. w., qr rter Art u. s. w. er- 
scheinen werden : 

d) Wenn die Kugeln einzeln, 

/}) Wenn sie auf einmal herausgenommen werden? 

Beweis des Satzes: Es ist hinsichtlich des Erfolges einerlei, ob unter den ge- 
nannten Bedingungen die Kugeln einzeln oder in Hasse aus der Urne genommen 
und in die. Abtheilungen gebracht werden. 
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$.6. Beweis des Salzes: Werden ans einer Urne, welche beliebig viele Kugel -Arien 
enthält^ mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben p^j p, , .... pr Kugeln heraus- 
genommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschiedene Abtheilungen ge- 
bracht, und wird dann verlangt, dafs in einer oder mehreren Abtheilungen Kugeln 
von einer bestimmten Art, oder von bestimmten Verhältnissen aus verschiedenen Arten 
enthalten sein sollen, so ist die Ordnung, nach welcher die Kugeln in die verschie- 
denen Abtheilungen gebracht werden, oder die Ordnung unter den verschiedenen 
Abtheilungen, gleichgültig, und es kann Jemand, der p^ Kugeln von beliebiger Mi- 
schung aus einer Abtheilung zu entnehmen wünscht, dazu jede beliebige Abtheilung 
wählen, wenn sie nur die gehörige Zahl von Kugeln enthält. 

Bestimmung der sich daran knüpfenden Wahrscheinlichkeiten für specielle Fälle. 

$. 7. Beweis des Satzes, dafs die im vorigen Paragraph gefundenen Gesetze gelten , wenn 
die Kugeln einzeln oder in Masse aus der Urne genommen und in Abtheilungen 
gebracht werden. 

§. 8. In einer Urne sind m weifse und n schwarze Kugeln enthalten. Es wird p mal ge- 
zogen und eine Kugel herausgenommen. So oft eine schwarze Kugel erscheint, wird 
sie zurückgelegt; so oft eine weifse erscheint, wird sie durch eine schwarze ersetzt. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs nach p Ziehungen r weifse Kugeln er- 
schienen, also noch m — r weifse Kugeln in der Urne zurückgeblieben sind? 

§. 9. Die Bedingungen sind wie in ($. 8). So oft eine weifse oder eine schwarze Kugel 
erscheint, wird sie zurück und eine schwarze mit Fhr in die Urne gelegt. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in /; Ziehungeui r weifse Kugeln erscheinen werden? 

$. 10. In einer Urne sind n, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... n bezeichnete Kugeln ent- 
halten. Man nimmt p Kugeln einzeln heraus. 

a) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel gerade in der- 
jenigen Ziehung erscheinen wird, welche durch die ihr aufgeschriebene Zahl 
angezeigt ist? 

fr) Wie grofs ist sie, dafs gerade r Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen 
in p Ziehungen zusammentreffen werden? 

c") Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens r Kugeln mit ihnen zu- 
sammentreffen, wenn entweder nur p oder alle Kugeln gezogen werden? 

ft) Wie grofs ist sie, dafs wenigstens r und höchstens s Kugeln mit den aufge- 
schriebenen Zahlen zusammentreffen werden? 

$.11. In einer Urne sind m Arten von Kugeln enthalten, jede von gleichvielen Ku- 
geln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, .... /« bezeichnet sind. Es werden p Kugeln 
herausgenommen; dann sind die im vorigen Paragraph unter (a) bis (i/) gestellten 
Fragen zu beantworten. 

Berichtigung der Angaben von Laplace und Euler bei der Behandlung der Pro« 
bleme dieses und des vorhergehenden Paragraphs, und Auflösung dreier Probleme 
über Stellen-Elemente in der Combinationslehre. 

$. 12. In einer Urne sind m, in einer andern n Kugeln enthalten. Aus jeder wird eine 
willkürliche Zahl von Kugeln gezogen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit: 
(i) Dafs aus jeder Urne gerade p Kugeln, 
fr) Überhaupt gleichviele Kugeln werden gezogen werden? 

Von zwei Urnen enthält jede m, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... m bezeichnete 
Kugeln. Man zieht gleichzeitig p Kugeln aus jeder Urne. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit: 

ä) Dafs sie die gleichen Zahlen haben und 

fr) Dafs überhaupt gleichviele und mit den nämlichen Zahlen bezeichnete Kugeln 
erscheinen werten? 
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In einer Urne befinden sich m Kogeln. A nimmt irgend eine Zahl von Kugeln 
heraus und li ruß gleichzeitig irgend eine Zahl, die kleiner als m-f 1 ist, aus. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs beide die gleiche Zahl treffen werden? 

$. 13. In einer Urne sind" m Kugeln. Man nimmt eine Zahl von Kugeln aufs Gerathe- 
wohl heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

a) Dafs die herausgenommene Kugel-Anzahl gerade und 
i) Dafs sie nngei'ade sein werde? 

m schwarze und n weifse Kugeln sind in einer Urne. Man nimmt eine gerade 
Zahl von Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
a) Dafs von jeder Farbe gleichviele und 
A) Dafs von jeder gleichviele und gleichbezeichnete Kugeln erscheinen werden? 

S. 14. • In einer Urne befinden sich m, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... m bezeichnete Kugeln. 
Es wird p mal und jedesmal eine Kugel gezogen, die nach der Ziehung wieder hinein- 
gelegt wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
a) Dafs die Summe der auf den gezogenen Kugeln stehenden Zahlen gerade s. 

betragt ? ' 

6) Dafs die Summen der den Kugeln aufgeschriebenen Zahlen entweder s oder 

niedriger sind? 
e) Dafs sie zwischen q und s liegen, also wenigstens q und höchstens s betragen? 

§. 15. Die nämlichen Wahrscheinlichkeiten sollen bestimmt werden, wenn in einer Urne 

r Kugel- Arten enthalten, den Kugeln erster Art die Zahlen A^ -}- 1, /^i + ^^9 ^i ' <^^~ 

nen zweiter Art die Zahlen k^-^i^ ^t"^"^' ^t u. s. w. aufgeschrieben sind, 

und unter den gleichen Bedingungen gezogen wird. 

$. 16. Wenn in einer Urne Kugeln enthalten sind, auf welchen die Zahlen 1, 2, 3, 

2m — 1 stehen, und zwar so, dafs nur je eine von denen vorhanden ist, welche die 
Zahlen 1 und 2m — 1 , je zwei von denen, welche die Zahlen 2 und 2m — 2, je drei 
von denen, welche die Zahlen 3 und 2m — 3 haben u. s. w., von denen, welche 
die Zahl m tragen, aber m. 

S. 17. Und zwar so, dafs nur je eine vpn denen vorhanden ist, welche die Zahlen 1 

2 3 
und 2mv-l haben, je drei = *r~ö ^^^ d6nen, welche die Zahlen 2 und 2m — 2, 

je sechs = -j^ von denen, welche die Zahlen 3 und 2m — 3 haben u. s. w., — . ^ 

von denen mit der Zahl m. 

§. 18. Anwendung der in ($. 14 bis 17.) gefundenen Gesetze auf den Fall, wenn die 
Elementenzahl unendlich grofs ist; so wie auf Fehlergrenzen bei Beobachtungen, auf 
den Lauf der Planeten u. s. w. 

S. 19. Von r Urnen enthält jede m Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, m be- 
zeichnet sind. Aus jeder Urne wird gleichzeitig eine Kugel gezogen und nach der 
Ziehung in die Urne zurückgelegt. Es wird p mal gezogen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, 

ä) Dafs k bestimmte Kugeln und 

6) Dafs k bestimmte Kugeln zugleich und darunter jede wenigstens einmal, 

e) Dafs gerade q verschieden bezeichnete Kugeln, 

i/) Dafs wenigstens q verschieden bezeichnete, 

e) Dafs höchstens q verschieden bezeichnete erscheinen werden? 

$•20. In einer Urne sind m verschieden bezeichnete Kugeln enthalten. Man nimmt 
r Kugeln einzeln oder auf einmal heraus und legt sie zusammen nach der Ziehung 
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in die Urne zurück. Dies Verfahren wird p mal wiederholt. Wie grofs ist die Wahr- 
^heinlichlieit, 

ä) Dafs die gezogenen Kugeln nur k bestimmt bezeichneten zugehören werden? 

b'y Dafs von k bestimmten Kugeln wenigstens r verschiedene ein oder mehreremal, 

c) Dafs k bestimmte Kugeln, jede wenigstens einmal, 

//) Dafs gerade q verschiedene Kugeln, nicht mehr nicht weniger, 
e) Dafs wenigstens q verschiedene Kugeln erscheinen werden? 

§.21. In einer Urne befinden sich r^ verschiedene, aber das gleiche Zeichen habende 
Kugeln, 1*2 verschiedene, das gleiche, aber ein von dem ersten verschiedenes Zeichen 
tragende Kugeln u. s. w., r« das gleiche, aber ein von den frühern verschiedenes 
Zeichen habende Kugeln. Man nimmt q Kugeln heraus und bemerkt ihr Zeichen; 
hierauf nimmt man p Kugeln einzeln heraus und thut das Gleiche. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs in den p folgenden Ziehungen eine Kugel mit «einem 
bestimmten Zeichen vor denen der übrigen erscheinen werde? 

Anwendung dieses Satzes auf häufige Wiederholungen , und Ableitung des Satzes, 
dafs das Eintreffen von Erscheinungen , bei häufigem Wiederholungen oder Beobach- 
tungen, in geradem Verhältnifs zu den, die Erscheinungen hervorbringenden Ur- 
sachen steht. 

$. 22. In einer Urne befinden sich m verschiedene Kugel-Arten, r^ Kugeln haben ein 
und dasselbe Zeichen, r, ein anderes, aber gleiches Zeichen u. s. w. Man zieht 
p Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogene Kugel zurückzulegen. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, 

a) Dafs /( Kugeln von einem bestimmten Zeichen Vg früher als die von einem be- 
stimmten Zeichen n^ 
/>) Dafs in der ersten Ziehung eine Kugel, die zur Art Vg gehört, in der zweiten 
eine, die zur Art rk gehört, und dafs in den folgenden p Ziehungen k Kugeln 
von der ersten Art früher als von der zweiten Art erscheinen werden? 

Beantwortung derselben Fragen, wenn die gezogenen Kugeln nach der Ziehung 
in die Urne zurückgelegt werden. 

Anwendung dieser Sätze auf Probleme der Combinationslehre. 

$. 23. Besondere Fälle der in ($. 22.) gegebenen Probleme. 

Jemand will ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch die Wahr- 
scheinlichkeit — und das Gegentheil durch die entgegengesetzte — bestimmt ist, 

mehreremal herbeifuhren. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

d) Dafs es in p Versuchen gerade rmal, 
ft) Dafs es wenigstens; rmal, 

e) Dafs es höchstens (r — l)mai eintreffen und 

d) Dafs sein Eintreffen in die Grenzen (q:i) eingeschlossen bleiben werde? 

Problem von Jac. BernoullL 
%, 24. Jemand wünscht ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit — r mal eher herbei- 
zuführen, als B im Stande ist, ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit — «mal 

H 

herbeizuführen, und umgekehrt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit für A, wie 
grofs für B? 

A^ wünscht Dasselbe gegen n — 1 Gegner J^, A^^ An durchzuführen. Das 

Gleiche wünscht A^ gegen seine übrigen Gegner u. s. w. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, das Unternehmen durchzuführen, für jede einzelne Person? 
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Dritter Abschnitt. 

..$. 25. In einer Urne beGnden sich r verschiedene Kugel- Arten, von jeder Art m verschiedene, 
aber auf gleiche Weise bezeichnet, p Kugeln werden herausgenommen und die gezoge- 
nen Kugeln werden nicht in die Urne zurückgelegt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

d) Dafs 8 Kugeln von einem. bestimmten Zeichen hintereinander gerade ormal, 

b) Dafs gerade x^ Kugeln von einem bestimmten Zeichen, jr, von einem an* 
dern u. s. w. erscheinen werden, und 

e) Dafs das Ereignifs in einer bestimmten Ordnung eintreffen werde? 

Die Bedingungen sind wie oben. Man nimmt s Kugeln heraus, ohne die Kugeln 
zurückzulegen , und setzt das Verfahren bis zu Ende fort. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs « Kugeln, mit einem bestimmten Zeichen, in einer der Ziehungs- 
reihen erscheinen werden, ohne dafs eine oder mehrere Kugeln von einem andern 
Zeichen erschienen sind? 

Anwendungen. 

Von p. Urnen enthalt jede m verschiedene Kugeln, deren Bezeichnung in allen 
dieselbe ist. Man nimmt aus einer Urne eine Kugel. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs x^ Kugeln mit einem Zeichen, x^ mit einem zweiten, j:, mit einem 
dritten u. s, w. erscheinen werden? 

Auflösung eines Problems aus der Combinationslehre , und Anwendung auf das 
Zahlensystem. 

$.26. In einer Urne befinden sidi m verschiedene Kugeln. pmH wird gezogen und 
die gezogene Kugel in die Urne zurückgelegt. Wie groCs ist die Wahrscheinlichkeit, 
a) Dafs k bestimmte Kugeln in einer bestimmten Ordnung hintereinander wenig- 
stens einmal, 
6) Dafs alle auf die genannte Weise wenigstens einmal, 

c) Dafs die unter (a) genannten wenigstens rmal, 
Dafs sie wenigstens r und höchstens «mal erscheinen werden? 

$.27. In einer Urne sind n^ mit den Zahlen 1, 2, 3, .... n bezeichnete Kugeln ent- 
halten, m Kugeln, deren Zeichen in der Reihe der Zahlen folgen, werden besonders 
beachtet. Man zieht p Kugeln einzeln und legt jede Kugel in die Urne zurück. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

a) Dafs von den gesonderten m Kugeln wenigstens k in der Ordnung der Zahlen 

hintereinander, 
6) Dafs sie wenigstens r und höchstens «mal hintereinander, 
e) Dafs sie gerade einmal, nicht mehr, nicht weniger, hintereinander, und 

d) Dafs sie höchstens «mal hintereinander erscheinen werden? 

Auflösung derselben Probleme, wenn in einer Urne r Kugel -Arten von der ge- 
nannten Beschaffenheit befindlich sind. 

$.28. Auflösung der Probleme des vorhergehenden Paragraphen, wenn die gezogenen 
Kugeln nicht in die Urne zurückgelegt werden. 

$.29. Die Bedingungen sind wie in ($.27.). Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

a) Dafs von diesen m gesonderten Kugeln irgend eine Kugel k mal hintereinander 
erscheinen, 

b) Dafs dies wenigstens r und höchstens s mal geschehen werde? 
Anwendungen und Auflösung eines Problems aus der Combinationslehre. 

$. 30. Betrachtung eines besondem Falles von ($. 29.)* 

A trachtet^ gegen B ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit Oj rmal hinter- 
einander in p Versuchen herbeizufuhren. Die Wahrscheinlichkeit für B ist b. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit für A, seinen Zweck zu erreichen? 
Verallgemeinerung dieses Problems für n Theilnehmer. 
Auflösung von Problemen aus der Combinationslehre. 

*«« 
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$.31. A wünscht ein Ereignifs rmal eher herbeizuführen , als B im Stande ist, ein (ur 
* ihn gunstiges Ereignifs 9 mal hintereinander herbeizufuhren. Die für A günstige Wahr- 
scheinlichkeit ist a, die für B günstige b. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit 
für A, seine Absicht zu erreichen? 

Ausdehnung dieses Problems auf m Personen. 
$.32. In einer Urne sind n verschiedene Kugel- Arten befindlich. Jede zählt n Kugeln, 
die mit 1, 2, 3, .... n bezeichnet sind. Man zieht fß Kugeln einzeln, ohne die ge- 
zogenen Kugeln zurückzulegen, und wiederholt dies Verfahren «mal. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit , 
ä) Dafs in p hintereinander folgenden und zusammengehörigen Ziehungen, lauter 

Kugeln mit dem gleichen Zeichen erscheinen werden, 
6) Da^ dies wenigstens / mal und höchstens jc mal, 
r) Dafs es gerade t mal geschehe ? 
Auflösung von Problemen aus der Combinatiqnslchre. 

$. 33. Jemand »trachtet, ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit a in p Versuchen so 
oft herbeizuführen, dafs es immer rmal öfter als das Gegentheil mit der Wahrschein- 
lichkeit b zutrifft. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unternehmen ge- 
lifigen werde? 

Ausdehnung dieses Problems auf n Personen, und Auflösung von Problemen aus 
der Combinationslehre. 

S. 34. ' A trachtet, ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeii a in ;i Versuchen wenigstens 
rmal eher, entweder hintereinander, oder im Überschüsse über das Gegentheil herbei- 
zufuhren, alsJß imstande ist, ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit b, «mal, ent- 
weder hintereinander oder im Überschusse über das erste Ereignifs herbeizuführen. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit für J? 

Anwendung auf ein Problem der Combinationslehre. Vergleichung dieses Pro- 
blems mit dem in ($. 33.) gegebenen. 

Vierter Abschnitt. 

$. 35. Begriff des Werths der Erwartung und Feststellung der für diesen Abschnitt 
geltenden Grundsatze. 

$. 36. und 37. Verhältnifs zwischen dem Werthe der Erwartung und^ der Ordnung, in 
welcher die Theilnehmer zum Loosen gelangen. 

§.38—40. Verhältnifs zwischen dem Werthe der Erwartung, der Einlage und dem zu 
hoffenden Gewinne oder Verlust. 

$. 41. Beziehung des Werths der Erwartung zu der Art, eine zu wagende Summe auszusetzen. 

§. 42. Bestimmung des Werths der Erwartung für zwei Personen , die im Begriff sind 
gegeneinander eine bestimmte Summe zu wagen. 

$. 43. Begriff der subjectiven Hoffnung. 

§. 44. Anwendung des Calculs zur Bestimmung des Werths der snbjectiven Hoffnung. 

^.45 — 47. Ermittlung dieses Werthes in bestimmten Fällen. 

$.48. Betrachtung des sogenannten „Petersburger Problen^s." 

$. 49. Beantwortung der in ($. 10. und 11.) aufgestellten Probleme, unter der Voraus- 
setzung, dafs die gezogenen Kugeln in die Urn6 nach der Ziehung zurückgelegt 
werden. Weitere Ausführungen und Anwendung. Berichtigung einer von Laplaee 
gestellten Aufgabe. Probleme für die Gruppenzahl der Stellen -Elemente bei den 
Versetzungen mit Wiederholungen aus einer und mehreren Elementen - Reihen. 



Berichtigungen. 



S. 30 Z. 15 V. u. 1. erschienen st. erscheinen 

- 44 No. tO, U u. 12 I. S/[ st. «+[ 

- 46 Z. 5 V. u. 1. 2m+l st. 2m/« 

- 50 - 4 V. u. I. 2"« — 1 st 2 — 1 

- 51 - 8 V. u. I. fuhrt st. fuhren 

- 60 - 1 V. 0. I. $. 16. St. $. 13. 

- 62-15 V. u. I. §. 17. St. $. 14. 

-107 - 4 V. u. ]. wurde st. werden würde 
« — - 13 V, u. I. Monimort st. Nontmari 

-177. In No. 8 ist überall in den eingel&lammerten Ausdrücken zu lesen: 5^l~' st. S^-^ 

5»M 5*1-» 

- L, D V. o. |,|| St. -j^r 

- — - 10 V. u. befinden st. befindet 

- 205 - 12 V. 0. «Gj St. «6, 
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S. 1. 

Mßaa Wort „ wahrscheiolich " wird im gewöhulicbeu Leben von solchen 
Din ji^en gebraucht , deren Thatbestand , er mag der Vergangenheit oder der 
Zukunft, der sinnlichen oder der geistigen Anschauung angehören, nicht 
als wahr oder gewi£s angesehen und deswegen für unbezweifelt gehalten 
wird, aber doqh viele, oder gar die meisten Grande för sich hat. Man stellt 
den Begriff des Wahrscheinlichen dem der Wahrheit, Wirklichkeit, Gewifs- 
heit u. s. w. (verschiedenen Modificationen einer und derselben Grundbedeu- 
^^^S) geg^oöber, und dem des Unwahrscheinlichen zur Seite, und ge- 
braucht letztern, wenn nur wenige Grunde för den Thatbestand einer Sache 
sprechen, ihre Möglichkeit aber nicht bezweifelt werden kann. 

Der Schlufs auf den Thatbestand einer Sache, oder das Eintreffen 
eines Ereignisses, hängt, wie leicht zu sehen, voü der Kenntnifs der ein- 
wirkenden Ursachen, Umstände und Bedingungen einerseits, und andrerseits 
von dem Grade der Bildung, Einsicht und Urtheilskraft der schliefsendeu Per- 
sonen ab. Die äufsere Bedingung für den Begriff des Wahrscheinlichen ist, 
dals der Gegenstand selbst keinen Widerspruch in sich trage, noch in einem 
solchen mit Irgend einer anerkannten Wahrheit stehe. Eine und dieselbe 
Sache kann demnach für verschiedene Personen und unter verschiedenen 
Umstanden verschiedene Grade der Wahrscheinlichkeit haben. Sind nun alle 
Ursachen, welche fQr das Dasein eines Dinges oder Ereignisses sprechen, 
und eben so auch alle, welche dagegen sprechen, genau bekannt, so kann 
man auch alle begünstigenden und alle hindernden Umstände zählen, unter 
einander vergleichen, den Grad der WahrscheinUchkeit genau bestimmen, 
und ihn daher durch den Calcul darstellen. Dies ist die Aufgabe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Zu dem Ende hat man den besondern Ausdruck 
„mathematische Wahrscheinlichkeit" eingefährt, und versteht darunter das 
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Verhältiiifs derjenigeD Umstände, Ursacbeu oder Fälle, wodurch der That- 
bestand einer Sache oder das Eintreffen eines Ereignisses bedingt ist, zu 
der Gesammtzahl aller möglichen Umstände, Ursachen oder Fälle, die mit 
ihm in Beziehung stehen und auf eine günstige oder hindernde Art einwir- 
ken können. 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit kann demnach alle Stufen, von 
der Grenze der Unmöglichkeit, bis zu der der Gewifsbeit, durchlaufen. Sie 
wird um so gröfser sein, je gröfser die Anzahl der begönstigenden Ur- 
sachen oder Umstände im Verbältnifs zur Gesammtzahl ist: sie wird um so 
kleiner sein, je geringer die Zahl der günstigen und je gröfser die der 
hindernden oder ungünstigen Ursachen oder Umstände im Verhältnifs zur 
Zahl aller möglichen Ursachen oder Umstände ist, die auf das Eintreffen 
eines Ereignisses einwirken. 

S. 2. 

Die Bemerkungen des vorigeu Paragraph rechtfertigen folgende 
Grundsätze. 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit wird durch eiuea Bruch aus- 
gedrückt, dessen Zähler die dem Thatbestande einer Sache oder dem Ein- 
treffen eines Ereignisses günstigen Fälle, der Neimer alle fnäßlicken, auf 
den Tbatbestand oder zu dem Eintreffen in Beziehung stehenden Fälle zählt» 

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit durch w, die Zahl der gün- 
stigen Fälle durch p, die aller möglichen durch q, so ist 
4P 

n 

Hieran schliefst sich unmittelbar Folgendes. 

2. Die Wahrscheinlichkeit ist ein echter Bruch; denn der Zähler mufs 
immer kleiner als der Nenner sein. 

3. Die Gewifsheit ist der Einheit gleich , oder 

4. ^ = -5^= 1, 

wenn g die Gewifsheit bezeichnet. Sie tritt nämlich ein, wenn alle auf 
den Tbatbestand einer Sache oder auf das Eintreffen eines Ereignisses Be- 
zug habenden Elemente als günstig einwirkend zu betrachten sind. 

Der Wahrscheinlichkeit, welche für das Bestehen einer Sache oder 
das Eintreffen eines Ereignisses spricht, steht derjeoigeu, welche für das 
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Gegeütheil spricht, entgegen. Man iieout sie deshalb auch „entgegen- 
geselzte Wahrscheinlichkeit." Sie begreift die Zahl aller ungunstigen Fälle 
in sich, ergänzt daher die gunstigen Fälle zur Zahl alier möglichen, und 
bringt mit der ursprCinglrchen Wahrscheinlichkeit (Nro. 1.) die Gewif»- 
beit hervor. 

ßeide Begriffe schliefsen einander aus. Dies giebt 

Die entgegengefiiet^te Wahrscheinlichkeit ist demnach ebenfalls ein echter 
Bruch, dessen Zähler die Anzahl der unguustfgen, der Nenner die Zahl 
aller möglichen Fälle ausdruckt. 

Kommt die Wahrscheinlichkeit einer einzigen Begebenheit oder des 
Bestehens nur einer Sache in Frage, und wird diese für sich allein und 
nicht in Veribindung oder Beziehung zu einer andern betrachtet, so nennt 
mau sie „einfache Wahrscheinlichkeit.** Schliefst die Wahrscheinlichkeit 
aber das Zusammentreffen mehrerer Begebenheiten oder das Zusammen- 
bestehen mehrerer Dinge in sich, so heifst sie „zusammengesetzte Wahr- 
scheinlichkeit.'' 

Wir nnterscheideu zwei besondere Fälle dieser Wahrscheinlichkeil. 
ä) Entweder begreift das Bestehen einer Sache oder das Eintrefien 
eines Ereignisses mehrere Fälle in sich, von denen jeder ein gflnsiiges 
Moment für die zu bestimmende Wahrscheinlichkeit abgiebt^ die sich aber 
gegenseitig so ausschliefseh, dafs nur einer von den fraglichen Fällen ein- 
treffen kann: 

b) Oder es begreift mehrere Fälle in sich, die zusammenwirken und 
dabei so von einander abhängen , dafs kein einziger Fall unerfällt blei- 
ben darf, wenn nicht die vorliegende Frage in ihrem Wesen geändert 
werden soll. 

Die unter a. bezeichnete Wahrscheinlichkeit soll „relative Wahr- 
scheinlichkeif faetfsen ; wie dieser Name auch vorkommt, ob er gleich nicht 
ganz passend scheint; die unter b. bezeiehuete wollen wir „bedingte oder 
abhängige Wahrscheiiilfchkeit" nennen. 

Der hier bezeichnete Unterschied tritt besonders deutlich bei der 
Anwendung aof besondere Fälle hervor. 

Sind in einer Urne 6 weifse, 10 rotbe und it schwarze Kugeln 
enthalten, und wird einmal gezogen, und fragt man : wie grofs Ist die WiAr- 

1* 



scheinlicbkeit) daHs entweder eine weifse oder eine schwarze Kagel er- 
scbeioen werde? so ist klar, dafs die Beantwortung der Frage auf dem 
Eintreffen des einen oder des andern Falles beruht. Die Wahrscheinlich- 
keit, dafs eine weifse Kngel erscheinen werde, ist -^j dafs eine schwarze 
erscheinen werde, i^. Jeder von beiden Fallen begünstigt das Eintreffen 
des Ereignisses. Die Wahrscheinlichkeit, dafs dar eine oder der andere 
Fall eintreffen werde, ist demnach 

t^ = iÄr + i* = Mit- 
sind die Bedingungen wie vorhin, wird zweimal gezogen und die 

gezogene Kugel nach der Ziehung zurückgeworfen, und fragt man : wie grofs 
die Wabrscheinlichkert sei, dafs zuerst eine weifse und dann eine schwarze 
Kugel erscheinen werde, so ist die hier in Frage stehende Wahrscheinlich* 
keit die bedingte oder abhängige; denn beide Fälle, das Erscheinen einer 
weifsen und einer schwarzen Kugel, müssen eintreten, wenn das Eintreffen 
des Ereignisses statthaben soll. Die Wahrscheinlichkeit, data eine weiüse 
Kugel erscheinen werde, ist wie vorbin ^ , dafs eine schwarze erscheinen 
werde i^, weil die in der ersten Ziehung gezogene Kugel in die Urne 
zurückgeworfen wird, ehe die zweite Ziehung geschieht. Da nun das Er- 
scheinen der weifsen Kugel dem der schwarzen vorangehen mufe, so wird 
das Eintreffen des zweiten Ereignisses durch das des ersten bedingt sein, 
und also unter 30 möglichen Fällen nur 8 mal vorkommen. Das Ein- 
treffen des Ereignisses ist von dem Zutreffen der beiden genannten abhängig, 
und die Wahrscheinlichkeit, das es geschehen werde, ist 

««^ = A-W = A- 

Der unter a. und b. bezeichnete Unterschied tritt deutlich hervor und fiihrt 
zu ganz verschiedenen Resultaten. Im ersten Fall tritt die Summe, im 
zweiten das Product der einfachen Wahrscheinlichkeiten hervor. 

Zuweilen ist die Wahrscheinlichkeit in doppelter Beziehung zusam- 
mengesetzt; wie sieb an folgendem Falle zeigen wird. 

Die Bedingungen sind die obigen. Es wird zweimal aus der Urae 
gezogen . und die gezogene Kugel wird nach der Ziehung in die Urne 
zurückgeworfen: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine weifse 
und dafs eine schwarze Kugel erscheinen werde? 

Hier können zwei gunstige Fälle eintreten. Entweder erscheint zu- 
erst, eine weifse und dann eine schwarze, oder zuerst eine schwarze und 
dwiL ^M^^ weiise Kugel. Der erste Fall wurde eben erörtert. Die Wahr- 



scbeiolichkeit dafür ist 

Die Wabrscheiolicbkeit , dafs zuerst eine schwarze nnd dann eine 
weifse Kugel erscheiaen werde, setzt die umgekehrte Ordnuiig voraus und 
ist aus den vorhin angegebenen Gründen 

M^2 = W-A = A- 

Beide Fälle sind dem Eintreffen des Ereignisses gänstig, schliefsen 
sich aber gegenseitig aus. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 

^ = A-H+H-A = H- 

In dem vorliegenden Falle tritt die bedingte und die relative Wahrschein- 
lichkeit zusammen ein» Es giebt, wie leicht ersichtlich ist, noch zusammen- 
gesetztere Fälle. Ihre Untersuchung wird den in a. und 6. ausgedrück- 
ten Unterschied bestätigen. 'Zugleich ergiebt sich ein allgemeines Gesetz, 
welches gilt, wenn auch mehr als zwei Ereignisse in Frage kommen, und 
welches sich auf folgende Weise darstellt. 

Werden die Wahrscheinlichkeiten , welche das Eintreffen verschie- 
dener^ sich ausschlielsender Ereignisse begünstigen, durch ^, ^, — , .«•• — 

ausgedrückt, so ist die hieraus sich ergebende relative Wahrscheinlichkeit 

Hierin kann Pi'\'P2'{'P5-\-p%'\' ••••Pn entweder kleiner, oder höchstens so 
grofe ab q seia. 

Werden die Wahrscheinlichkeiten, von denen das Eintreffen eines 

zusammengesetzten Ereignisses abhängt, ^, ^, ^, .... ^ genannt, 
so ist die bedingte oder abhängige Wahrscheinlichkeit 

7. u> — El El. Pa El 

7i AT« 7$ 7» 

Es zeigt sich aus (6.), dafs die relative Wahrscheinlichkeit durch die Summe 

der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Fälle, aus (7.), dafs die bedingte 
durch das Product derselben ausgedrückt wird. Sind die Wahrschein- 
lichkeiten, welche das Eintreffen der einzelnen Fälle bestimmen, einander 
gleich , so geht die relative Wahrscheinlichkeit in ein Product und die be- 
dingte in eine Potenz über. Dies tritt bei Wiederholungen ein. 

Erwägt man nun, dafs die Gleichung (6.), aus Gründen, welche die 
Elementar- Mathematik lehrt, hamer das nämliche Resultat liefert, In wel- 
cher Ordnung auch die einzelnen Wahrscheinlichkeiten zusammengezählt 
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werden, und dafs die Gleicbong (7.) das uämlicbe Resultat liefert, in wel- 
cher Ordnung auch die einzelnen Factoren vervteiracbt werden, und tragt 
diese Erwägung auf die Bedeutung der Gleichungen über, so ergiebt sich 
folgender Grundsatz: 

8. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem mehrere Eälle 
in einer bestimmten Ordnung aufeinander folgen, bleibt unverändert, wenn 
auch die Ordnung in der Reihenfolge der einzelnen Fälle geändert, oder 
wenn an die Stelle einer bestimmten Reihenfolge eine andere bestimmte Rei- 
henfolge unter den in Frage stehenden Fällen gesetzt wird. Demnach ist 
die Ordnung, in welcher die einzelnen .Fälle eines zusammengesetzten Er- 
eignisses aufeinander folgen, bei Bestimmung der zusammengesetzten Wahr- 
scheinlichkeit ganz gleichgöltig. 

Die Gleichung (7.) läfst noch eine andere und folgende Betrach- 
tungsart zu. 

Es sind n Urnen vorhanden, von denen die erste ^i, die zweite y,? 
die dritte ^3, u. s. w., die nte ({„ Kugeln enthält. In der ersten Urne befinden 
sich pi Kugeln einer bestimmten Art, in der zweiten p^ Kugeln einer zweiten, 
in der dritten /ij Kugeln einer dritten Art, u. s. w., in der fiten p^ Kugeln 
einer nten Art. Man zieht aus jeder Urne gleichzeitig eine Kugel. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs aus jeder Urne eine Kugel von der 
bezeichneten Art werde gezogen werden? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit findet sich, wenn man zuerst das 
gleichzeitige Erscheinen der Kugeln von den bestimmten Arten aus den 
beiden ersten Urnen miteinander in Verbindung bringt, mit diesem das Er- 
scheinen einer der bestimmten Kugeln aus der dritten Urne u. s. f., und 
endlich bis zu dem Erscheinen einer Kugel der beistimmten Art aus der 
letzten Urne aufsteigt. Die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen der ein- 
zelnen Kugeln aus den einzelnen Urnen sind ^j -^, ^^ .... ^. Dem-, 

7i ^2 Vs V*» 

nach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

-., Pt Pl Pt Pa Pn 

li, 9i 9% »4 9h 

Die Yergleichung dieser Gleichung mit (7.) fahrt &u folgendem Satze. 

9. Bei der bedingten Wafarscheinllcbkett ist es gleichgüitig, ob das 
liiBtreffen der einzelnen Ereignisse gleicbftettig, oder in der Zeit nach ein- 
ander geschieht. 



Leicht lafst sich, ferner, nachweisen, dafs auch bei dem gleichzeitig 
gen Eintreffe der einzelnen Ereignisse die Ordnung gleichgültig ist 

Betrachtet man endlich die Zahl der Falle, welche das Eintreffen 
eines Ereignisses begünstigen, als die dieses Ereignifs hervorrufende Ur- 
sache (wie sich dies durch die Sache selbst rechtfertigt), so glebt dies Ge* 
legenheit, die Ursachen mit der durch sie bedingten Wahrscheinlichkeit zu 
vergleichen. Bezeichnen wir die Ursachen ^ weiche das Eintreffen zweier 
Ereignisse bedingen, durch Ui , tis und die durch sie bedingten Wahrschein*- 
lichkeiten durch t^i , w^^ so ergiebt sich 

Die Wahrscheinlichkeiten, welche dem Eintreffen der Ereignisse zu« 
gehören, stehen zu einander in demselben Verhältnisse, wie die Ursachen, 
auf welchen das Eintreffen der Ereignisse beruht; und umgekehrt. 

lt. Die Ursachen, welche fOr das Eintreffen der Ereignisse spre* 
eben, stehen in demselben Verhältnisse, wie das Eintreffen der durch sie 
herbeigeführten Erscheinungen, oder wie die letztern zugehörigen Wahr- 
scheinlichkeiten. 

Der Satz (U.) ist der umgekehrte von (lO.)« Beide bezeichnen den 
Zusammenhang zwischen Ursache und Erscheinung, welchen zu kennen 
wichtig ist, da er den Weg zum Auffiuden neuer Erkenntnisse zeigt. 

§. 3. 

Die in dem vorhergehenden Paragraph aufgestellten Sätze bilden 
nach unserer Ansicht die Grundgesetze, worauf die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung beruht, und die ganze Wahrscheinlichkeitsrechnung beschäftigt 
sich mit der Anwendung dieser Gesetze auf einzelne Fälle. 

Die aufgestellten Gesetze sind sehr einfach; aber ihre Anwendung 
und die Behandlung der einzelnen Fälle findet oft viele Schwierigkeiten. 

Das Gebäude der Wahrscheinlichkeit beruht, wie S. 2. zeigt, auf 
der Ermittlung der einfachen Wahrscheinlichkeit. Aus ihr wird die zu- 
s»ammengesetzte sofort abgeleitet. Gerade aber die Bestimmung der ein- 
fachen Wahrscheinlichkeit ist oft einer der schwierigsten Puncto und nimmt 
die Aufmerksamkeit in hohem Grade in Anspruch. 

Ueber die Art und Weise, wie die Wahrscheinlichkeit des einzel- 
nen Falles aufgefunden oder bestimmt werden kann, lassen sich^ wie leicht 
zu sehen, keine Regeln oder Gesetze aufstellen. Unter allen Mitteln, 
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welche zar AaflösoDg eioes Problems dienen können, ist das einfachste 
das beste; und es soll in den folgenden Untersochnngen hierauf besonders 
Bflcksicbt genommen und das Zurückgreifen auf kAnstliche oder entfernt 
liegende Mittel so viel als möglich vermieden werden; denn je einfacher 
die Entwicklungen sind, desto mehr dArften sie die Ausbildung einer Wis- 
senschaft fördern. 

Bei Bestimmung der einfachen Wahrscheinlichkeit ist nach U %.2. 
das Verfaältnifs zwischen der Zahl derjenigen Fälle, welche dem Eintreffen 
einer Begebenheit günstig sind, und der Zahl aller möglichen mit dem Ein- 
treffen eines Ereignisses in Verbindung stehenden Fälle zu ermitteln. Da- 
bei wird immer vorausgesetzt, dafs alle die einwirkenden Fälle ffl^h 
möglich sind. Sind sie nicht gleich möglich, so mufs der verschiedene 
Grad der Möglichkeit bestimmt werden; was oft sehr schwierig, oft aus 
mangelhafter Kenntnifs der Umstände unausführbar, in manchen Fällen aber 
unwichtig und undankbar ist. Deshalb wird im Folgenden hierauf in der 
Regel nicht Räcksicht genommen werden* 

Was nun die im vorigen Paragraph aufgestellten Grundsätze betriflt, 
so dürften sie als die hervortreten, denen der Character der Allgemeinheit 
zukommt, und die daher geeignet sind, die Grundlage einer Wissenschaft 
zu bilden. 

Laplace hat iu seinem ^^ Essai philasophique sur les prob4^Hifes'\ 
die er als Einleitung zur 3ten Auflage seiner ^Theorie anafyfifue des pro^ 
babililes^^ vorausschickte, zehn Grundsätze aufgestellt, die er als Grundlage 
dieser Theorie betrachtet, die aber nicht alle mit den hier aufgestellten zu- 
sammenfallen und die nach unserer Ansicht nicht die erforderliche, eben be*- 
zeichuete Eigenschaft zu haben scheinen^). 



^) Die von Laplace aufgestellten Grandsätze lauten wie folgt: 

P'' Principe. 
Le prcmier de ces prineipes est la definition mime de la probabiliie qui, oemme 
on Ta VU; est le rapport du nombre des cas favorables, k celui de tous les cas possibles. 

f/* Principe. 
Mais cela suppose les divers cas egalement possibles. S'ils ne le sont pas, on 
determinera d'abord leurs possibilites respectives dont la juste appreciation est un des 
points les plus deiioats de la theorie des hasards. Alon^ la probabilit6 sera la somme 
des possibilites de chiaque cas favorable. 

HP Principe. 
Si les eveuemens sont iudependans les uns des autres; la probabilite de Texistence 
de leur Ensemble est le produit de leurs probabilites partieuliöres. 
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Der erste too Laplaee aufgestelke Ccuodsate fidlt mit dem ia t.^t. 
ausgesppoebebeu Satze zusammen« 

« Dem zweHeu Grmrdsatze maugelt eise genaue Erörterung uud Fixi-*- 
TQug des lokalts. Die Bemerkuogea,.:welche deu Satz eröffoeu, siud fte* 
Sültate gemaoliter 'Erfabrungeo bei Bearbeitung der Wisseiischaft , dienen 
als Winke zur Aufmerksamkeit, und geboren bifonbar einem Grundsätze 
nicbt an. Werden diese Bemerkungen entfernt, so sehlieist sieb derinbalt 
des Jetzten Satzes so nahe aii deu des erstea' Gnmdsatzes an, daüs noch 






Geiier«lemeot. Im probabilite qu'un ey^nemeDt simplfi dsos Jas mdmes «iroonsCaaceSy 
arrivera de suite, uu nombre donne de fois, est egale a la probabilite de c^t evenemeot 
simple, eleved ä une puissance indiqu^e par ee nombre. 

IV* Prjmipe.: 

Quand .deux evepeiiieps depeudeut Tun d($ l'aytre, la probabiliie de Tevene-* 
meot compoBÖ est le produit de la probabilite du premier 6venemeDt, par la probabi- 
lite qüe oet eveoemeDt etant anive, Tautre arriveca« 

F* Principe. 

Si Pou calcule a priori, la probabilite de r^venement arrive, et'la' probabilite 
d'un eveoeneut eomposie de oelui ci et d'ou aatre, qu'oo ältend; la-seooude proba- 
bilite divisee par la premiire, sera la probabilite de rev^nemept atteudu, tiree de l'eve- 
nemeut observ^. 

VI* Prindfe* r - 

Chacuoe des causes auxqoelles uo eveoeroent observe peut ötre attribue, est 
indiquee avec d'autant plus de vraisemblance, qu'il est plus probable que cette cause 
etant suppos^e exister, feviuemeot aura lieu; la probabilite de Texisteoee d'une quel* 
conque de ces causes, est donc une fraction dont le iiu«ierateur eetia probabilite de 
l'evenement, resultaute de cette cause, et dont le denominateur est la sonme des pro« 
babilites semblables relatives a ioutes les causes \ si ces diverses causes considertes k 
priori^ sont inegalemeut probables, il faut au lieu de la probi^bilite de Teveoement, re- 
sultante de cbaque cause, employer le produit de cette probabilite, par celle de la cause 
eile möme. 

VII* Prininfke. 

La probabilit6 d'un ^venement futur est la somme des produits de la probabi- 
lite de chaque. cailse, tir6e de l'^venement observe, par ia probabilite que cette cause 
existast, revenemeut fiitur auia lieu. 

VIII* PHtidpe. ■' 

Lorsque Tayantage (esp6raoce math^matique) depend ^des plusieurs ^v^emens; 
ou Fobtient, eq preoaot« la somme des produits de la probabilite de ciia(|i|e evenement, 
par le bien attache a son arrivee. 

IX* Prificipe. 

Dans une serie d'evenemens probables, dent les uns produisentun bien, et les 
autres une perte; on aura Tavantage, qui en resulte, en faisant une somme des pro- 
duits de la probabilite de chaque ivenemest.faverabl^,' par 1^ biMi qn'il procure et en 
retranchaut de cette somme, celle des produits de la probabilite de chaque evenement 
defavorable, par la perte qui y est attach^e. Si la seconde somme Temporte sur la 
premiere, le binefice devient perte, et l'esperance se change en cmiuite. 

J[* Principf^* 

La valeur relative d'une somme influiment petite, est egale a sa yaleur absolue, 
divisee par le bieu total de la personne intftressee^ 

2 



f 
I 



10 

eiu^ weiteres Crkerimti^ luir üaftersdieidiiiii^ 4Mig^6beD sein sollte. Da 
aber eine Wiederholung nicht in der Absiebt des VerCftssers liegen konnte, 
flo lafisit sich der Inhalt dee letzten Satzes ^ worin der Grnndseiz ausge- 
sprochen ist, nur mit den in & 9* S. angegebenen zusamniensteliea)' wenn 
er anders. Bedeutung haben solL- L^place bat aber die Erdrtemogeui nnd 
UnlersobeJdangiea*, «af welchen 4etin 6. S^S. anfgestellte^jrmDdsatz beraht, 
nicht gegeben, ob si^ gleich mdhfr halteu nngangeA werden sollen. 

Unter Nr* IIL and IV. bat Luplmee zweirGmndsätze aofgeiiteUt, die 
sich bei näherer Untersuchung offenbar als identisch zeigen, und deswegen 
aneh in einen Grandsatz zasaninienfaHen mOssen, Die bedingte Wahrschein- 
lichkeit characteri^irt sich dämlich auf zwei verschiedene Arten. Entweder 
liegt der Znsammenhang, worin zwei oder mehrere Ereignisse zu einander 
stehen, ip ihnen selbst, und tritt ganz deutlich schon in ihrer Ankündigung 
heryor: oder er liegt in unserer Denkweise und in der Art, wie wif die 
Ereignisse anf (jinand^jr beziejben^' während diese selbst von einander uu- 
abhängig zu sein scbeiueu. Im letzten Fall findet aber iauner Znsaminen- 
häng statt, und mufs stattfinden, wenn nicht ein Widerspruch entstehen 
soll. Denn es wäre nicht wohl denkbar, dafs Ereignisse, die unabhängig 
von einander sind, durch Rechnung in einen Zusammenhang ^^ebracht wer- 
den konnten« 

Dies wird durch V^olgendes deütficher hervortreten. A hat eine Urne, 

in welcher n mit den Zahlen 1, 2, 3, •••• n bezeichnete Kugeln, B eiiie, 

in welcher m mit den Zahlen i; 2, 3, .... m bezeichnete Kugeln eirthal- 

ten sind. Nun setzen wir folgende Fälle: 

a. A zieht aus seiner Urne' zuerst' eine Kugel; dann B eine ans der 

.^ seinigen. Wie grofa ist die Wahrscheinlichkeit, dafs A die mit i 

bezeichnete Kugel und B die mit derselben Zahl bezeichnete Kugel 

ziehen werde? ; 
ft. A und B zieben gleichzeitig eine Kugel aus beiden Urnen. Wie 

grofs ist die Wahrschein Uchkeit, dafs die beiden gezogenen Kugeln 

die Zahl 1 haben werden? 

c, A und B ziehen je eine KugeL Wie grofn ist die WahrscheinliclH 
keit, dafs eine von den zwei gezogenen Kugeln die Zahl 1 trage? 

d. A zieht eine KugeK Wie grofs ist die WährscbeinÜchkeit, dafs sie 
die Zahl 1 trage? B zieht eine. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs sie die Zahl 1 trage? 
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'lii denis FaHe a* bt der Zpradimeribaog, MroriiibeMe Ereiguisse 
stoben, deodich «Bf^kdiardigt. In h. ist dieMr Zkisainmenbaog durch dm 
B49tr^cfa(a0gjiweifte eibgefahrt Dasselbe g(lt von; 01. In d, fiudet kein Zu#. 
«MioiefibaBg statt. < Aeide J£rergaiasie siud uuabbaugig vou eiuauder, stelleti 
vereiuzeU^ siod aoeb aicht ^ureb oiiaere Denkweise iu irgeud eiiieir Za- 
SBammenhaog gebracht Der Calcol kanß äko^aacb lieiaeü biDeintegtu. Iti 
a. und b. kommt die bedingte WabraGbeiDlicbkeit iu Betrachtung , >n c. die 
bedingte und relative* 

Daf» nun Laplace den dritten Grundsatz dadurch verallgemeiuert, 
dafs er sagt: 99 Die WabrscbeiuliQhkeit, dafs eine einfache Begebenheit uuter 
den nämlichen Verhältnissen mehreremal nach einander eintrete, ist gleich 
der Wahrscheinlichkeit des einfachen Ereignisses, erhoben in die Poteuz, 
welche durch die Anzahl der Wiederholüngeu bestimmt wird," können wir 
nicht billigen; denn dieser Begriff ist enger dU der ihm Vorhergehende, und 
keinesweges allgemeiner: gerade so w^e der Begriff von Potenz ein be- 
sonderer Fall des Begriffes von Product ist. ' Aus äetn in 7. ^. 2. auf^ 
gesteiften Satze folgt von selbst, dafs dre bedirigie" Wahrscheinlichkeit in 
eine Potenz äbergeht, wenn das 'wiederholte Eintreffen eines und dessef- 
ben Ereignisses in Präge steht. 

Jeder von d^ri dbrigen Grundsätzen, die Laptace aufgestellt hat, der 
3te, 6te, 7te, 8te, 9te und lOte gehören besonderen Zweigen der Wabr- 
seheinlrebkeitsrechnung an, und kommen nur dort zum Vorschein. Sie lassen 
sich aOfe ans dem Begriffe der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit ab- 
feiten und sind in derTbat nichts anderes, als die Anwendung der in $.2. 
aQ%estelItett Sätze auf besondere Fälle; wfe sich dKes an dem gehörige» 
Orte deutticb zeige» wird. Sie be<reffeii z. Bl dfie Erscbliefsiing der Ur^^ 
Sachen aus deif Wirkungen'^ des Eii^reffen«' kOnftiger Ereignisse aui» vor^ 
hergegangenen Erscheinungen^ die Bestinmuiig des Wertbes der Hoffnung, 
den eiaw au er^attuitn Gutes ul a w« und trag«»' deshalb liipveirkeiinbM 
de» Gfaaraietef . der äpeeialität an sich. Dies ist der Grund, yfwsitm i^ 
hier aichi ata allgemeine GraiidsitBe au^efiibrt sind: ' 

Der IMeGarmMtsats ist ein Safe, welohev der Lehre von Aeim WertM 
der subjectiven Hoffnung angehört «od ¥0» JSbn»; Bem^uUi (S/fedm^m 
iheoriae navae de memttra sortis mCommenU Academ* ^cientiarum im--' 
periaUs Petrop. Tom. V. ad annos^ i'^BO et. 17 31. päg. ifo.) zuerst auf- 
gestellt wurde. 

2* 
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« 

Poisscu i9t in BeiDfin Werk& ^Reekereke$ sur Im preiaüSU des 
jugemeM en mauere crimineUe et en mauere dvUe, prec^iiee dee reglee 
gener ales du calcvi des prt^abiUlSe.^ im WeseoÜichen den von Laplaee 
aafgestellten Grundsätzen gefolgt nnd hat sie noch tun viele vemehrt, oder 
das Nähere erörtert Da sie aber nach der hier vorgetragenen Ansicht die 
oben gevlacbleo Benericungen nicht zu entkräften schmien, so konnte anch 
hierauf . keine Röcksicbt genommen werden« 



II. 

«. 4. 

■ 

In einer Urne sind verschiedenartige Kngelo enthalten: m^ Kugeln 
der ersten, tu«, der zweiten u« s. w., m^ der rten Art, #mal wird gezo- 
gen« Bei jeder Ziehiiog wird eine Kngel ans der Urne genommen nnd 
nach der Ziehung in die Urne zurückgeworfen« Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in den pi ersten Ziehungen nur Kugeln der ersten, 
in den p^ zweiten Ziehungen nur Kugeln der zweiten Art u«s« w«, in den 
Pr letzten Ziehungen nur Kugeln der letzten Art erscheinen werden? 

Durch das Zurückwerfen der gezogenen Kugel in die Urne bleibt 
die Zahl der Kugeln für jede neue Ziehung dieselbe. Bei Ermittelung 
der günstigen, so wie aller möglichen Kngelgruppen , die erscheinen kön- 
nen, kommen daher die Versetzungen mit Wiederholungen in Frage« In den 
Pi ersten Ziehungen können also Kugeln der ersten Art ainf |it/' , in den 
P2 folgenden Ziphungen ILugeln der zweiten Art auf m^^faeh^ Weise er- 
scheinen« Die Zahl der gunstigen Gruppen ist daher 

A =^ mj^^^m^^.m^* «««. «/»■« 
Die Zahl aller möglichen^ Fälle wird durch die Gmppen-* Anzahl der Ver* 
Setzungen mit Wiederholungen aus so vielen Elementen ab die Kngel* 
Anzahl angiebt, und zur sovielten Claase bestimmt, ab Ziehungen go<^ 
macht werden, r In Bäcksicht auf 19« ^ 10. meiner Combinations-*- Lehre ist 
hternach die gesuchte WahrscheinUehkeit 

1. w = *^ — —5^— — ^ ^ . 

(mj +m, -fiiig -|- .«« . mr)^»"*"''« •••''r 

Hierin ist *=ji>i+;>2+j^34---/^r- 
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4 

: Die Bediogangen sind, wi^ oben. Die Ordnung, la welcher die 
Groppen der vensehtedeneu Kugel -Arten nach einander erscheinen sollen, 
wird aufgehoben; die Zahl aber, wie oft Kugeln von einerlei Art hinter- 
einander erscheinen sollen, wird beibehalten. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit unter dieser Bedingung? 

Die Anzahl der gMOstigen Kugelgruppen wird sich vergröfsern, und 
zwar sovielmal als die Kugelgruppen, welche den verschiedenen Arten 
zugehören, unter sich versetzt werden könueu* Hiernach ist 

^ r(r— l)(r— 2). •..3. 2.1. «»,''>••»,»'» .•..mA 

TS» fv = r"*~n 1 i \2 • 

Die Bedingungen sind dieselben, wie oben. Die Wahrscheinlichkeit 
soll bestimmt werden, dafs in s Ziehungen überhaupt pi Kngeln der ersten^ 
P2 Kngeln der zweiten u. s. w., pr Kugeln der rten Art erscheinen werden? 

In diesem Falle können die einzelnen Kugeln der verschiedenen 
Arten in jeder beliebigen Stellung untereinander erscheinen. Dies ist in 
s Ziehungen möglich ; Wobei jedoch die Beschränkung gilt, dafs je pi Ku* 
geln einer Art, je p2 Kugeln einer zweiten Art u. s. w. zugehöreo, die in 
ihrer Beziehung untereinander die gleiche Eigenschaft haben nnd daher 
Dicht die volle Anzahl Versetzungen, sondern Versetzungen mit beschränk- 
ten Wiederholungen bilden. Die frjagliche Wahrscheinlichkeit wird 

g __ j(g— l)(tf— 2),.,.3.2.1 mjP'.m/».m/»....mr''r 

sein. Biebei ist 9=pi'{'Pa^p^'\'.:.pr. Diese Gleichang hätte fifich auch 
ans dem Begriffe . der S^erstreuungen jder Elemente mehrerer Reihen in 
Fächer; nach S.;1A» meiner Clombinationslehre ableiten lassen« 

. ..Wählen wir in der Gleichung U eine andere Ordnung, in welcher 
die verschiedenartigen Kugelgruppen erscheinen sollen, und bestimmen die, 
zugehörige Wahrscbeinliphkeit, so ergiebt sich leicht 

Hieraus entnehmen wir folgenden Satz: 

5. Die Wahrscheinlichkeit anes Ereignisses, in welchem mehrere Fälle 
in bestimmter Ordnung aufeinander folgen , bleibt unverändert, wenn auch 
die Ordnung, in welcher sich diese Fälle aneinander anschliefsen sollen. 



14 

geändert, oder wenn eine bertimaite Reibenfblge In diewii Pallen' darch 
eine andere beliebige bestimmte Reibenfolge vertreten wird. 

In einer Urne sind r Kugel* Arten enthalten. Die erste zählt m^^ 
die zweite »I29 die dritte m^ u.s. w., die rle ftir Kugeln, ^mal wird ge- 
zogen und jedesmal eine Kugel herausgenommen, die nach der Ziehung 
nicht in die Urne zurückgeworfen wird. Wie grof^i ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs in den pi ersten Ziehungen nur Kugeln der ersten, in den p2 
folgenden nur Kugeln der zweiten u. s. w. , in den pr letzten Ziehungen 
nur Kugeln der letzten Art erscbeineu werden? 

Da die gezogene Kugel nicht wieder in die Urne geworfen wird, 
so können hier keine Kugeln wiederholt erscheinen und es kommen daher 
bei Ermittlung der gunstigen, so wie aller möglichen Kugelgruppen, die Ver- 
setzungen ohne Wiederholungen in Betrachtung. In den pi ersten Ziebun- 
g^ können daher nur Kugeln der ersten Art auf m^'^'^^j in den p^ folgen- 
den nur Kugeln der zweiten Art auf iii2''*'''^facbe Weise erscbeineu u.0.w« 
In s hintereinander folgenden Ziehungen können aber Kugeln aus allen mög- 
lieben Arten auf (»i^4'"i4'<^5+*—^*^0''""^fache Weise. (14. $.8. pag« 10 
m. Comb. Lehre) erscheineo. Die gesuchte Wahrscheialicbkeit ist demnach 

o. w = — — — • ■ j— , 

(m^ + f», -f »!, + ••• •Illr)'' * 

Hierin ist Pi'\-p2'\-pz'\-*^**-{'Pr = ^* 

Ftir jede andere beliebige, aber bestimmfe Reibenfolge im Erscht»- 
nen der yerschtedenartigen Kugelgrappen bleibt die vorstehende Gleichung, 
also auch die WabrscbeftiRebkett , dafs dte in SVage stehende fireignifs 
eintreffen werde, ungeändert, und wir begegnen aucb bier*<lem in (6.) an- 
gegebenen Satze. Ist aber die Ordnung, in welcher 4i# Gruppen der vet^ 
scbiedenen Kugel-Arten erscheinen sotten, nicht eine bestimmte, Modern 
gleichgültig, sa kommen avck hier die Schlosse, welche zur Gleichung (2.) 
gemacht wurdeo, in Anwendung, und die Wahrscheinttcbkeit , dafs unter 
den vorher angegebenes Bedingungen r verschiedenartige Kugelgruppen, und 
von jeder Art eine bestimmte Anzahl hinter einander erscheinen werden, iät 



I. ' 



J 
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§•6. 

lu eiuer Urue befinden sich zweierlei Kogelu: mi Kugeln von der 
ersteu und m^ von der zweiten Art Man nimoit (pi-\-p2) Kugeln einaeln 
lieraui^ . ofcne die gezogenen Kugeln in die Urne zurückzuwerfen. Wie grofe 
at die WabTscheinlicKkeity dafsr überhaupt pi Kugeln der ersten und P2 Ku- 
geln d^r zweiten Art erscheinen werden? 

Da keine bestimmte Ordnung für das Erscbekien der Kugeln vor- 
geschrieben ist, .so köimeii sie in jeder möglichen Zusammenstellung er- 
scheinei^ pt Kugeln der ersten Art können daher durch alle Ziehungen 
zarslrett erscheinen, wenn nur die übrigen Ziehungen P2 Kugeln der zwei- 
ten Art zeigen. Die Zahl der gunstigen Falle kommt daher ^it der An- 
zahl der Gruppen uberein, welche entstehen, wenn die Elemente zweier 
lleiheu in (/^i 4-/^2) Fächer so zerstreut werden, dafs die der ersten p^ und 
die der zweiten die übrigen Fächer einnehmen, währeud sie Versetzungen 
bilden. Die gesuchte Gruppen -Anzahl ist nach $. 42. No. 131. pa^. 99 
m. Comb. Lehre 

• . i£l±M±i«r.|-l.^p.|-l. 

Hieraus ist die Wahrscheinlichkeit 

In einer Urne sind r Kugel- Arten enthalten, mi der ersten, m, der 

zweiten, 1913 der dritten u. s. w., m^ der rten Art. Man nimmt die Kugeln 

^ einzeln heraus, ohne sie in die Urne zurOckzn werfen. Wie grofer ist die 

Wahrscheinlichkeit, dafs pi Kugeln der ersten, pt der zweiten, u. s, w., 

Pr der rten Art erscheinen werden. 

Durch weitere Verfolgung der eben ^ngegebeaen Schlufsweise er- 
giebt sich fär diese Wahrscheinlichkeit (bigender Ausdruck: 



i. w 






«der anders: 
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Der Zahler io S« giebt die Anzahl der Grappeu au, welche entsleheo, 
weiiu die Elemente von r Reihen in {Pi-\-p2'\'Pi'\' **•» Pr) Väoher zertitreot 
werden , ao dafis pi Elemente der ersten , p^ Elemente der zweiten vlu^yt^ 
Pr Elemente der rteu Reihe in den Fächern vorkommen und zugleick unter 
sich Versetzungen in alleu möglichen Stellungen bilden. Er reobifertigt 
sich aus 41. und 42. der augeföhrten Schrift und ergänzt und verallgemei- 
uert die dortigen Sätze. 

In einer Urne befinden sich zweierlei Kvgelu, nii der ersten und 
fii2 der zweiten Art (p^-^-p^) Kugeln werden auf einmal herausgenommen. 
IV ie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs />| Kugeln der ersten uud p2 Ko- 
geiu der zweiten Art erscheineu werden? 

Es ist nach dem Sinne der Frage unzweifelhaft, dafs nur die- 
jenigen Gruppen in Betrachtung kommen, die nicht die nämfichen Kugeln 
iu verschiedener Stellung, sondern verschiedene Kugeln in aich begreifeu; 
denn die nänriichen Kugeln in verschiedener Stellung untereinander geben 
keine neuen Resultate. Hiernach mflssen bei diesen Gruppen die Versetzun- 
gen ausgeschlossen werden, und die Gruppen selbst fallen mit der Ver* 
theilung der Elemente iu Fächer zusammen. Wir erhalten die Zahl der 
gunstigen Gruppen nach §• 39. pag. 90 der Comb. Lehre durch folgenden 
Ausdruck: 

« 

Die gesucbte Wabrscbeiulicbkeit ist denuacb 

l''"*.l''»l*(m» + »»,)'''"*•'••'"* 

Iu eiuer Urne siud r verscbiedeue Kugelarleu eolhakeu, »ii Ku- 

' gelu der ersten, m, der zweiten u. 8.W., m^ der rteu Art. Es werdeu 

{pi-\- Pf\- Ps - - Pr) Kagelu auf einmal berausgeuommeu. Wie grob ist dUe 

Wahrscbeinlicbkeit, dafo /»t Kugeln der ersten, p, der zweiten u. s. w., Pr 

der rteu Art ersobeinen werdeu? 
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Setzt man die eben angegebene Schlufs weise weiter 'fort, so gelangt 
inait durch sie zn folgenden Ausdruck der gesachten Wahrscheinlichkeit: 

lü eiuer Urne sind r Arten von Kugeln enthalten: rn^ Kugeln der ersten, 
#/!» der zweiten, m^ der dritten Art u. s. w. Man nimmt (Pi'\-p2-{-Pi'\- ••••Pr) 
Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogenen Kugeln in die Urne zurückzu- 
werfen, und bringt sie in eine Abtheilung zusammen; dann nimmt man 
(9x~f72 4'93-«-*9r)K.iig6lu heraus und bringt sie in eine zweite Abtheilung. 
Wie i;rofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der ersten Abtheiluug pi 
Kugeln der ersten, p2 der zweiten a.s. w., pr Kugeln der rten; in der 
zweiten Abtheilung q^ Kugeln der ersten, q^ Kugeln der zweiten u.s. w«, 
^r Kugeln der rten Art erscheinen werden? 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn wir die Glei* 
chuug 2. oder 3. auf den vorliegenden Fall wiederholt anwenden. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in der ersten Abtheilung Kugelgruppen von der 
genannten Mischung erscheinen werden, ist die dort angegebene. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in der zweiten Abtheilung Kugelgruppen von der 
genannten Mischung erscheinen werden, ergiebt sich aus den nämlichen 
Gleichungen, wenn man bemerkt, dafs nur noch (m^ — pi) Kugeln der ersten, 
(m, — P2) Kugeln der zweiten Art u«s.w., (m^. — p^) Kugeln der rten Art 
in der Urne vorhanden sind. Diese Werthe sind daher in 2. oder 3. zu 
setzen und die so erhaltenen Resultate mit einander zu verbinden. Dem- 
nach ist die fragliche Wahrscheinlichkeit 
_ (Pi'\'P^+^->'Pry''^^*^''''^'^^^*^i^'^'^^-ni^^*^-K...m/^^^ 

Der Ausdruck vereinfacht sich sehr, wenn die zusammengehörigen Facul- 
taten vereinigt werden. Es ist. 

^ 1 .X .17*1 .fy»2 *inm ••••f7*r 

Die Bedingungen sind wie oben. Man bringt (/i^-{-/i2-f-/'3 4-«-«*/'r)K.Qg6ln 
aus der Urne in eine Abtheilung, {f^^^'\r^^\^^rt••** 7r) Kugeln in eine zweite, 
(^i-f ^2+ • • • • O Kugeln in eine dril te u. s. w., {yt^v^^ .... 1^^) in die letzte (Ätej 

3 



w 
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Abtheilimg. Wie grafs isi die Wahrveheiulichkeit, dafo id der ersten Ab- 
tlieiiung pi Kugeln der emteo, p^ Kugeln der sweilen ■• & w«, Pr Kvg^n 
der rlen Art^ in der zweiten Abtheilang ^i Kugeln der ersten, q^ der 
zweilen u.s. w.y ^^ der rten Art u. s.w., in der letzten y^ Kugeln der er- 
sten, ra der zweiten u. 8.w., ^,. Kugeln der rten Art enthalten sein werden? 
Setzt man die vorbin gemachte Scblntsweise fort, so ergiebt sich 
für die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgender Ausdruck: 

7. u^ = 

Bier gelten folgende Bedingnngsgleichungen : 



und 






Ferner kann u^ ^ »i^, itj ^ »ij, «, ^ 1W3, .... u^ < tw^ sem. 

In einer Drne sind r Arten von Kugeln enthalten: m^ Kugeln der ersten, 

f972 der zweiten Art u. s. w. Man nimmt {Pi-{-p2'\-Pz-\'^.**pi) Kugeln auf 

einmal heraus und bringt sie in eine Abtheilung ; dann (^i^^a-f 73~f****7r) 

und bringt sie eine zweite u. s. f.; endlich (ri-|-^2-f-y3-f....»'r) Kugeln und 

bringt sie in die kte Abtheilung. Wie gro£» ist die Wahrscheinlichkeit, 

dafs in der ersten Abtheilung p^ Kugeln der ersten, p^ Kugeln der zweiten 

u. s. w., Pr Kugeln der rten Art; in der zweitev qi Kogela der ersten, q^ 

der zweiten n. s. w., qr der rten Art enthalten sein werden u. s.X? 

Benutzen wir die Gleichung 5. auf dieselbe Weise, wie wir so 

eben die Gleichung 2. oder 3. zur Auffindung der Gleichungen €. und 7. 

benutzten, so ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgende 

Formel : 

8. u^ = 
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Die Bediogunji^Ieidittttgen aiiid dieselben wie in 7. Werden m^tec den 
angegebenen Bedingung^i alle Kugeln au» der Orne ge^&ogen und In Ab- 
tbeilungen vertheilt, so bleiben die Gleichungen 7. und 8. noch ioimer in 
Krafd; die Bedingungsgleichungeu erfahren aber einige Modificationen und 

gehen in folgende über: 

• « » 

Pl-\-P2-\-P3-\-' — Pr = «1> 
yi + y» + y3 + "-yr = «2» 



9. 



P.l'\-9li-^l-\-""'f'l = »»1 = «1» 

/'2 + y« + '*»+««'-»'a. = «»2 = «2, 



;'r4-<rr+»*r+.--'-n = »«, = «r- 

■ ' • • . 

. I ■ • • 

R 

in diesem Falle m&ssen ji^tärliefa gerade m> viele Fach« angenomnieu wer- 
den, alä Kugel -Arten vorhanden sind 

|)ie jGl0iobuQgeo 3# uiftd &, 7. tmä & stimmen an loliait übereiu. 
Dies rechtfertigt folgende Behauptung: 

10. Unter den oben angegebenen Bedingungen ist es hinsichtlich des 
Erfolges einerlei, ob irgend eine Anzahl von Kugeln einzeln oder in Masse 
aus einer Urne herausgenommen und ia eine pder mehrere Abibeilungen 
gebracht wird; denn die unter beiden Voraussetzungen gewonnenen Wahr- 
scheinlichkeiten sind gleich grofs. 

Dieser Satz findet in allen Fällen Anwendung, wenn nicht eine be- 
stimmte Ordnung bei dem Erscheinen der einzelnen Kugeln in Betracht 
kommt« Letzteres ist bei dem Lottd der Fall, weil in diesem Spiele der 
bestimmte Auszug und die bestimmte Ambe hesetzt werden können. Hier 
'iuässen deshalb die Nummern einzeln gezogen werden* ßei den Carten- 
spielen z. B. findet der Satz seine Anwendung, und es können die Blätter 
ehteelh oder pati$eenweSse ausgegeben werden. Bei hinlänglicher Mischung, 
welche der Gftkml vonuissetzt, wind es aach in der That einerlei sein, 
auf welche W^ise die Blätter ausgegeben - werden. Da aber dies nicht 
immer sorgfältig geschieht, . so giebt das Yertheilen in einzelnen Blättern 
eine bessere JMiscbung. 

Sind die Anzahlen der verschiedenen Kugel- Arten einander gleich, 
also tiii==m2=«= . ••f7ir = i9iv und ebenso die Zahl der Kugeln, welche in 

3* 
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die yerschiedenea AbtbeiluDgeo gebracht werden solIeD, m ergeben sich 
einfachere Ausdrücke. Ans 7. oder 8. und 9. wird 

,, (t'i*)' 

Die Gleichungen 7. und 8. sind dbrigens ganz allgemein; denn sie 
gelten noch, wenn auch nicht in jeder Abtheilung Kugeln von allen Arten 
vorkommen sollten. Für diesen Fall sind die Exponenten der betreffenden 
Facultälen zu setzen; wodurch die Gültigkeit der genannten Gleichungen 
in nichts geändert wird. 

Die Anordnung bei der Vertheilung in Fächer ist daher der Willkör 
überlassen. 

%. 6. 

In einer Urne sind m weifse und n nicht weilse Kugeln enthalten. 
Man nimmt r Kugeln auf einmal heraus. Wie grofis ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs r weifse Kugeln erscheinen werden? 

Die Zahl der der Erwartung günstigen Kugelgruppen , ist, wie sich 

leicht ergiebt, —jt"* ^*^ 2i9\A aller möglichen Gruppen ist '^^^Ji — • 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

'• •^ = (m+n)H-i- 

Das nämliche Resultat ergiebt sich aus 7. S.4,, wenn dort nii=mj m2=zn, 
p^=zr, p2^=0 und r=l gesetzt wird. 

Die Mischung der Kugeln ist die gleiche. Zwei Ziehungen ww- 
den gemacht. In der ersten werden p Kugeln herausgenommen und, ohne 
die Mischung zu untersuchen, bei Seite gesetzt. In der zweiten werden 
r Kugeln herausgenommen. Wie groCs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs r 
weifse Kugeln in der zweiten Ziehung erscheinen werden? 

Folgende Fälle können in der ersten Ziehung vorausgegangen sejo : 

p weifse Kugeln und nicht weifse, 

p—t 1 - -• 

p—2 ..... 2-.- 



2. 



; 



1 ----- /^-i 

. : . . . ;. 
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Benutzt man die Gleicbong 4« S* ft« 9 so shid die diesen Fällen entsprechen- 
den Kogel^uppen: 

t 

Mit jedem dieser Fälle sollen p Mreifse Kugeln in der zweiten Ziehung in 
Verbindung treten. Im ersten Falle sind nur noch (m — /;), im zweiten 
(»•—/> 4-1) j '«ö dritten (m—p-^-^) u. s. w., im (;i-f l)ten Falle m weifse 
Kugeln in der Urne znrclck. Diese Bemerkung fuhrt zu folgender, der 
Erwartung gunstigen Gruppen -Anzahl, wenn wir für jeden einzelnen Fall 
die Gleichung zu 4. g. 6. mit Räcksicht auf die veränderte Kugel -Anzah- 
len benutzen: 



Ar\i VY* iP-M~* iPU I j2|i • j^p-2|i • IFTl !"•••• 



IPU • 



•••T" ^p-iii '^ iFii r -pii 






jP-Mi 



m'" » -* r (i»r-r)P I -* , n (m— r)P-*»-* , »^»-^ (m— r)P-^l-i 



^1 -* r(if »— rjP'-* , n 



jp-in 



+ 7T 



^p^l 



""T* • • • • 



iP-ilT* 



1 ' iP«M 



nemlich, wenn die Facultät 



4r\i 



aufi^eschieden wird und die zur Aus- 



scheidung nöthigen Veränderungen gemacht werden. 

Nun findet bekanntlich folgende Gleichung Statt: 

Wird die Gleichung 3. auf den vorhiergehenden, in Klammern eingeschlos- 
senen Ausdruck angewendet', so ist 

j n^l-* (m+w— r)Pi-* 

Die Zahl aller möglichen Kugelgruppen ^ wenn unter den oben genantiten 
Bedingungen p und r Kugeln in zwei Abtheilungen aus der Urne genom- 
men werden, ist 



^1 



Hieraus ergiebt sich Ar die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 



4^ w 



Ä 

-^1 
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Diiter den oben aogegebeaeu Bedlugougeu Werdet ^drei SSiiehoogeo 
aus der Urue gemacht. Bei der ersteu werden p, bei der sweiteu 9 Kegela 
herausgeuommen uud, ohne ihre Mischung i^a kennen, in besondere Abtbei- 
lungen gebracht. Bei der dritten werden r Kugeln herau»genoinoieD» Wie 
groCs i^t die WabrscbeinlicbkeU;, da£s ia der dritten Ziehung mir r wei^ie 
Kugeln erscheinen werden? 

Die Falle, ayf deren Betrachtung die Beantwortnog der vorliegen- 
den Frage beruht, und die in dem Scheflia 8. angegeben wurden, bleiben 
ungeändert. An jeden einzelnen Fall scbliefoeu sich die in dem nachfoU 
genden Schema verzeichneten Fälle an^ welche in der zweiten Ziehung 
eintreten können: 

q weifse Kugeln und nicht weiTse werden gezogen, 
q—\ ^ --1- 

ö. ^V-2, - . . 2 . - 

t - - - y-1 - 

Au jede Verbindung von je zwei in dem Schema 2. und 6. angegebenen 
Fällen kuiipft «ich Ae Erscheioung von r weicuMn Kugeln in der dritten 
Ziehung. Wir erhalten nun durch den Zosammeptrilt dea ersten FaUe3 im 
Schema 2. mit allen Fällen des Schema's 6. und mit r weifsen Kugeln 
der dritten Ziehung folgende Anzlähl: 

^' ^ l?Tr[ — jrn — • — fr|t r« — pFnr— • p^n 

I ' * 

^ — ip^r»** 1^** — r** ' i^Ti • |9ii '^' 

Dieser Ausdruck entsteht, wenn die Facultät ^ — ^^ — ausgeschieden und 

dann die erhaltene IMke na^ Z. behacidelt wird« Oiprdk 4eii S&wauMiftiitHtt 
des zweiten Falles im Schema |2. mit allen Fällen im Schema 6. und wei- 
teru r weifsen Kugeln in der dritt^ Ziehung erhalten wir folgende Anzahl: 
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* ip-»i» 'iL 19U • iri» T 1 • j^rji pirn — 

_ mP-"-' n (i»-y+*)'"' -^ [ (m-y-r+t ) ? i -' , («-!> (i»-;>.r+l)'?-^'-^ 

, (»-!)»•-» (i»-p-r4-l)<7-»f-» , («-1)9 i-n 

T 1*1» • • 7?57i r"---T7f=r-J> 

^* ^2 — p^rrr*» pnrr • j^tt" — "pTr*^ ^p-i \ i • pri • 

Dorcli den Zosanmieutritt des dniteti F^alle» itii Schema 2. mit säitimtlicheu 
Faileu im Schema 5. tiud mit r weifseti Kugeln in der dritten Ziehung 
erhalten wir durch eine ähnliche Behaddtuug»\reYse folgende Anzahl: 
■ . m'-t-t n^-i fm — /')^^ <-^ (m>f n— y — r^/r-^ 

Fährt man auf diese Weise fort, die Fälle im Schema 2. der Reihe imcb 
mit sämmtlichen Fällen im Schema 5. und Mit r weifsen Kugela in der dritten 
Ziehung zusammentreten zu lassen, 90 ergietit sich aas 6», 7*, 8. u. s« w. 
folgender Ausdruck; 

- mr^"^ (m + n — y — r)<f ' -^ f (m— r)P » -^ , (m—ry-M-t 

Irll • ^PU * jgfl jrU • jp|l i<7U ' 

wie sich durch Benutzung der Gleichung 8. ergiebt. Die Zahl aller möglrcheu 
Fälle, welche entstehen, wenn (m-f-^) Kugeln in drei Abiheilungen zu pt 
q und r Kugeln vertheilt werden, ist 

■ ■■_ .^B ^ f ! " « 1.« ;^ « ■«! ■ » . . - ' * I « ■ ■ il ■ ■ « « t. . « - J I , 11 I 

IV. ^ «= jPli^j<7l\|'-|i. i^t«^£Pli i^M 

Aus 9. und 10. ergiebt sieb für die gesuchte Wahrscheiulichkeit : 

il _ ^^^^^ 

Diese Schlosse lassen mich leveht weiter fortsetzeft und auf das 
Erscheinen yon r weifsen Kngekt in jeder beliebigen spätem Ziehung 
Abertragen« Werden daher (ft—1) Ziehungen gemacht, in welchen p^^ p^^ 
/I3, •... Pj,_^ Kugeln, ohne die Mischung der erschienenen Kugeln zu un- 
tersuchen, herausgenopimen werden, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
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iu der klen Ziehung r weifse Kugeiu erecbeiuen werden, weuu r Kugeiu 
iu dieser Ziehung herausgenommen werden, 

Die Vergleichung der nnter 1. 4. 11. und 18. gefundenen Resultate 
führt zu folgendem Satze: 

18. Werden aus einer Urne, welche m Kugeln von einer und n 
von einer andern Art enthält, mehrere Ziehungen gemacht, iu diesen Zie- 
hungen pi^ P2J Pzj • • • • Pr Kugeln herausgenommen und , ohne ihre Mi- 
schung zu kennen, in verschiedene AbtheHungeu gebracht, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit in irgend einer Abtheilung, in welche gerade pk Kugeln auf 
einmal gebracht wurden, nur Kugeln der einen Art zu erhalten, so grob als 
die Wahrscheinlichkeit, Kugeln derselben Art in einer froheren oder spa- 
teren Abtheilung zu erhalten, wenn die gleiche Zahl von Kugeln (pj,) in 
dieser Abtbeilung vorkommt 

Die Zahl der vorbeigegangenen Ziehungen und die Zahl der darin 
erschienenen Kugeln hat hieniacb auf die fragliche Wahrscheinlichkeit un^ 
ter den genannten Bedingungen keinen Einflufs. An diese Bemerkung knüpft 
feiich unmittelbar folgender Satz: 

14. Solleu aus einer Urne, in welcher zweierlei Kugeln enthalten 
sind, mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben p^ p2j Pzj •••• Pr Kugeiu 
herausgenommen und die Kugeln, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschie- 
dene Abtheilungen gebracht werden, und wünscht man in einer Abtheilung 
nur pi Kugeln von der einen Art zu erhalten, so ist die Ordnung, in welcher 
die genannten Kugelmengen herausgenommen und in die Abtheilungeu ge- 
bracht werden, gleichgältig. 

Sind aber unter den genannten Bedingungen schon mehrere Zie- 
hungen gemacht, und kennt lyan die Mischung der dabei erschienenen Ku- 
geln, so ändert sich das Yerbältnifs der in der Urne zurückgebliebenen 
Kugeln; aber nicht die Schlufsweise. Sind nämlich schon a Kugeln der 
ersten und b der zweiten Art erschienen , so ist die Wahrscheinlichkeit, iu 
irgend einer Ziehung, worin r Kugeln auf die oben angegebene Weise 
herausgenommen werden, hur Kugeln der ersten Art zu erhalten: 

ift .^ — (m— g^l-i 

Ist die Zahl der beiden KMgeU Arten gleich, also »i = ft, und wird nur 
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eiüe Kugel jedesmal herausgeuommeu, ho gebt 1« 4. 11. oder 12. in 

16. w = ^ 
fiber. Die Wabrscbelnlicbkeit , bei jeder Zieboug eine weifse Kugel er- 
scbeioeu zu seben , ist daber 0,5 ; wenn auch scbon mehrere Kugeln gezo- 
geo sind, deren Mischung man nicht kennt. 

Die bis jetzt gefundenen Resultate gelten vorerst nur von zwei 
Arten von Kugeln. Sie lassen sich jedoch leicht auf mehrere Arten von 
Kugeln ausdehnen. Es ist nur nötbig, einer Kugel-Art mehrere zusammen 
gegenüber zu stellen, und die zweite als Repräsentant von mehreren zu 
betrachten. Setzt man daher 

ft = Wi-j-fiii-f «ij-j-....»!^! und m = m,, 
so geht die Gleichung 18. in folgende aber: 

17. w = 



Die hier gefundenen Gesetze gelten, wenn sich das Erscheinen von 
Kugeln einer Art nur auf eine Ziehung erstreckt. Sie gelten aber auch, wenn 
es sich auf mehrere Ziehungen erstreckt. Dies führt zu folgender Frage : 

In einer Urne befinden sich s Arten von Kugeln, von denen die erste 
Oll, die zweite 1112, die dritte m^ u. s. w., die ste m^ Kugeln zählt. Man 
zieht zweimal und nimmt in der ersten Ziehung p, in der zweiten q Kugeln 
heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in beiden Ziehungen 
nur Kugeln von einer Art (m^) erscheinen werden. 

Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich aus $. 2. leicht. Sie ist 

Die Zahl aller möglichen Fälle ist, aus den nämlichen Gründen, 
Die cesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

^P+9l-l 



Die Bedingungen sind dieselben. Man zieht dreimal, nimmt in der ersten 
Ziehung k Kugeln heraus, die man, ohne ihre Mischung zu kenneu, in eine 
Abtheilung bringt. In der zweiten Ziehung nimmt man p^ in der dritten 
q Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in den beiden 
letzten Ziehungen nur Kugeln von einer bestimmten Art {m^) erscheinen 
werden? Es sind folgende Fälle zu untersuchen. 

4 
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Itt der ersten Ziebung erscheineu 

p Kugelo der bestimmten Art, Kageln von den öbrigen Arten, 
1—1 - - - - t Kogel - - - - 

19. //»-2 - - - - 2 Kageln - - - - 

1 Kogel - - - p—\. - - - 

- - - ' P 

Nach dem FrAberen ist die Zahl der hiedorch bediugteo GroppeD, wenn 

die Zahl der flbrigen Kugel- Arten derKfin&e wegen »h-f ^-f ^4 *f ******* 
= n gesetzt wird, 

^i T \k-\ 1 1 • Y T i*-2 |T • |2|i T |ft-3|i • |9|i T • • • • |ft|i • 

Mit jedem dieser Fälle sollen (p-f 9) Kugeln von der bestimmten Art in 
den zwei folgenden Ziehungen in Verbindung treten. Es findet sich 

Wird aus den Gliedern dieses Ausdrucks die Facultat ^\^ ^^ ausgeschie- 
den ^ so geht derselbe In folgenden über: 

^ — iPM.i^ul — pii r» — pirfT r-^2iT- — p=2Ti r—* :[mrj 

ipM.1711 • pn — jpii.i^u • j[in 

Die Zahl aller möglichen Fälle ist 

Hieraus ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

20. w = '^• 



Dasselbe Resultat wurde man erhalten haben, wenn mau die Wahr- 
scheinlichkeil bestimmt hätte, dafs in der ersten Ziehung py in der dritten 
q Kugeln einer bestimmten Art erscheinen werden , während in der zwei- 
ten Ziehung A Kugeln herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu kea- 
neu, in eine besondere Abtheilung gebracht werden. 
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« 

Führen wir die obige Schlufsweifle weiter fort, so finden wir leicht, 
dafei die Gleichung 90. unverändert bleibt, wenii anch Kugeln von einerlei 
Art in je zwei spätem Ziehungen, sie mögen unmittelbar, oder nicht unmit- 
telbar aufeinaoder folgen, erscheinen sollen. Wird auch das in Frage ste- 
hende Ereignifs noch zusammengesetzter als bisher, so ändert sich doch an der 
Schlufsweise nichts; selbst nicht in dem Fall, wenn mehrere Kugel- Arten 
in den verschiedenen Abtheilnngen vorkommen sollten. Berücksichtigen wir 
ferner, dafs dabei mehrere Kugel -Arten in einer uud derselben Ziehung 
vorkommen können, uud dafs die Ordnung unter den Kugelmengen, die in 
den verschiedenen Ziehungen erscheinen sollen, keine Aenderung des Re- 
sultats bedingt, so werden wir zu folgendem Satze geführt. 

81. Werden aus einer Urne, die beliebig viele Kugel- Arten ent- 
hält, mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben die Kugelmengen p^ p^^ 
Pzy •^.^ Pr herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschie- 
dene Abtheilungen gebracht, und man dann verlangt, dafs in einer oder in 
mehreren Abtheilungen Kugeln von einer bestimmten Art oder von bestimmten 
Verhältnissen aus verschiedenen Arten enthalten sein sollen , so ist die Ord- 
nung, nach welcher die Kugeln in die verschiedenen Abtheilungen gebracht 
werden, oder die Ordnung unter den verschiedenen Abtheilungen, gleich- 
gültig, uud es kann Jemand, der pf^ Kugeln von beliebiger Mischung aus 
einer Abtheilung zu entnehmen wünscht, dazu jede beliebige Abtheilung 
wählen, wenn sie nur die gehörige Zahl von Kugeln enthält. 

Sind schon mehrere Ziehungen gemacht, und ist das Verhältnis der 
dabei erschienenen Kugeln bekannt, so ändert sich nach Maafsgabe der 
Gleichung 15. die Zahl der vorhandenen Kugeln; aber nicht die hier be- 
folgte Schlufsweise. 

Ein specieller Fall des hier behandelten allgemeinen Problems, näm- 
lich No. 16., findet sich im Journal de Fecole pofytecAn. T. XV. Cah. XXIV. 
pag. 964 — 278 auf ziemlich weitläufigem Wege behandelt. Das dortige 
Problem ist nur in der Form von dem hier aufgestellten verschieden, und 
zugleich sehr speciell. Es läfst sich allgemeiner so stellen: 

In einer Urne sind r Kugel- Arten enthalten, p Kugeln werden heraus- 
genommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine zweite Urne gebracht. 
Man zieht von den Kugeln der zweiten Urne q Kugeln heraus, und findet, 
dafs sfe einer bestimmten Art angehören. Darauf werden noch weiter s Ku- 
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gela beraoflgeiionineQ. Wie groGsi ist die WahrMheiiüickkeit, dafs die ge- 
zogeueD s Kogein der nämlichen Art aDgeböreo werden? 

Dieses Problem fallt mit folgendem zusammen. 

In einer Urne sind r Kugel -Arten entbalten. Man zieht 9 Kngeln 
aus der Urne und findet sie von einer bestimmten Art In einer zweiten 
Ziehung nimmt man «Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs diese Kugeln der nämlichen Art angehören werden? 

Denn es ist einerlei, ob man mehr als (f^-f «) Kugeln (etwa p) auf 
einmal aus der Urne nimmt, in eine zweite Urne wirft, von diesen zuerst 
y Kugeln trennt, das Genannte bemerkt, dann noch weitere s Kugeln da- 
von trennt und den Rest zurückwirft: oder ob man aus der ersten Urne 
direct zuerst g Kugeln und dann weiter s Kugeln herausnimmt, nachdem 
man an den q Kugeln der ersten Ziehung das Genannte bemerkt hat. 

8. 7. 

Im vorigen Paragraph wurde das gegebene Problem unter der Vor- 
aussetzung betrachtet, dafs die Kugeln auf einmal aus der Urne genommen 
werden. Die Kugeln können aber auch einzeln aus der Urne gezogen 
werden. Es fragt sich^ ob dann die nämlichen Gesetze noch immer gelten? 
Dies fuhrt zu folgender Frage. 

In einer Urne sind zwei Arten von Kugeln enthalten, von welchen die 
erste m, die zweite n Kugeln zählt. Man zieht r Kugeln einzeln heraus und 
wirft die gezogenen Kugeln nicht in die Urne zurück. Wie grofs* ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs die gezogenen Kugeln von der ersten Art sind? 

Die Zahl der gunstigen Kugelgruppen ist m''i"*\ die aller möglichen 
ist lm-\-ny^'K Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Die Bedingungen sind wie oben. Man zieht zuerst p Kogein einzeln 
heraus und bringt sie, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine Abtheilang; 
dann nimmt man r Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogenen Kugeln zu* 
rOckzuwerfeu. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in den r letzten 
Ziehungen nur Kugeln der ersten Art erscheinen werden? 

Es' sind hier folgende Fälle möglich. In den ersten p Ziehongea 
erscheinen 
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k 

p Kugeln der ersten Art und Kagdn der «weiten, 
p—i - - - . - 1 Kngel 
*• {p—'i - - - - - 2 Kugeln - 

;,-.. 

Die Betrachtaug des ersten Falles föhrt zu folgender Gruppen -Anzahl: 

Nach dem zweiten Falle kann eine Kugel zweiter Art mit p — t Ku- 
geln erster Art in Verbindung treten. Hiernach kommen die Zerstreuun- 
gen von zweierlei Elementen in p Fächer in Frage, so dafs ein Element 
der einen Reibe mit p — 1 Elementen der andern zusammentritt Nach $. 42. 
der Combinationslehre ist die zugehörige Gruppen -Anzahl 

Nach dem zweiten Falle kommen die Zerstreuungen von zweierlei Ele- 
menten in p Fächer in Frage, so dafs zwei Elemente der einen Reihe mit 
p — 2 Elementen der andern Reihe in Verbindung treten. Die Gruppen- 
Anzahl ist 

A. = £l!lltiiP-2i-i|t2i-i. 

Durch Fortsetzung dieser Schlösse ergiebt sich folgende Gruppen -Anzahl: 

Mit jedem der in 3. aufgeßihrten Fälle sollen p Kugeln der ersten Art in 
den r folgenden Ziehungen zusammentreten. Dies fährt zu folgendem Aus- 
drucke : 

B==nf^-\m^T^-'+^.nnf-'i-^(tih-p-j-iyi-'-\-^-^,n'^-'tif-^i-\m-p-\-2y^-^ 

Die in Klammern eingeschlossene Reihe läfst sich nach folgender Gleichung 
soraniren : 

Die Zahl der günstigen Kogelgruppen ist demnach 

B = ■•••'-*(m+«— r)»"-*| 



.• t • 
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die aller mdglichen ist 

Die gesochle Wabrsebeiulichkeit int 

5. w ^ 



" (m-f«)'-!-* • 

Vergleicht mau die iu 1. uod 5. gefuudeueu Besaitale mit deiieu im vorigcu 
Paragraph gefaodeueu, !• oud 4., so liegt ihre Identität vor Aogeu. Setzt 
mau uuu die eben bezeichnete Scblnfsweise weiter fort, so wird mau auf 
folgenden Satz geführt: 

6. Die im vorigen Paragraph gefundenen Gesetze gelten nicht nur, 
wenn die Kugelmengen auf eiumal, sondern auch, wenn die Kugeln einzeln, 
aber in gleicher Zahl , aus der Urne genommen werden. 

Die Art und Weise, wie die Kugeln ans der Urne genommen werden, 
hat also unter den vorliegenden Bedingungen auf das zu erwartende Be- 
sultat keinen Einflufs; wie wir solches auch scIhw anter andern Yoratts- 
Setzungen in %. 4. und S* 5* gesehen haben. 

$. 6. 

In einer Urne sind m weifse und n schwarze Kugeln enthalten. Es 
wird pmsl gezogen und jedesmal eine Kugel herausgenommen. So oft eine 
schwarze Kugel erscheint, wird sie zuräckgeworfen, so oft eine weifse er- 
scheint, wird sie durch eine schwarze ersetzt. Wie grols ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs nach p Ziehungen r weifse Kugeln erscheinen, also 
noch m — r weifse Kugeln in der Urne zurückgeblieben sind? 

Die Wahrscheinlichkeit, unter den genannten Bedingungen eine weilse 

Kuffel zu ziehen, ist — ■. — , die, eine schwarze Kugel zu ziehen, ist — r- • 

Diese Wahrscheinlichkeiten bleiben unverändert, so lange nur schwarze 
Kugeln erscheinen. Sie ändern sich, sobald eine weifse Kugel erscheint. 
Die Zahl der weifsen Kugeln vermindert sieb dann um eine; die der schwar- 
zen vergröfsert sich um eine. Die WahrMcheinlichkeiteu, eine weifse und eine 

schwarze Kugel zu ziehen, gehen dann in --^^ und — ^ über. Ist noch 

eine weitere weifse Kugel erschienen, so ändert sich die Zahl der Kugeln 

wiederholt, und die Wahrscheinlichkeiten gehen in ^^ und ^4^ über u. s. w. 

Zur Beantwortung der vorliegenden Vrage werden wir dorcb Be- 
trachtung einfacher Fälle gelangen. Wir bestimmeu zuerst die Wahrscbein- 
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liehkeit, dab ooter den genannten Bedingungen gerade eine weifse Ku- 
gel (nicht mehr, nicht weniger) geaiogen werde* 

Soll dies geecheheu, so mflesen folgende Fälle eintreten: die weifee 
Kugel erscheint entweder gerade in ersten, oder im sweiten, oder im drit- 
ten u. 8. w., oder' im ;iten Zuge. Jeder Fall setzt voraus, dafs in den 
dbrigen p — 1 Zügen nur schwarze Kugeln erscheinen. Die Wahr» 
acheinlichkeit, dafs die weibe Kugel gerade in der ersten Ziehung er- 
scheine, ist 

_ m (n + l)P-^ _ m{n i-ty^^ 

diejenige 9 dab sie gerade in der zweiten Ziehung erscheine, setzt voraus, 
dafs in der ersten und in den p — 2 letzten Ziehungen eine schwarze Kugel 
erscheine. Bs ist also 

Diejenige, dafs sie gerade in der dritten Ziehung erscheine, erfordert 
das Vorausgehen von zwei und das Nachfolgen von p — 3 schwarzen Ku- 
geln. Sie ist 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs in der letzten Ziehung die weifse Kugel 
erscheine, beruht auf dem Vorausgehen von p — 1 schwarzen Kugeln. 

Sie ist 

hP-^ m m.hP^^ 

Einer dieser Fälle kann eintreten. Die Wahrscheinlichkeit för den 
angegebenen besondem Fall ist 

Die in den Klammem eingeschlossenen Ausdrucke stellen sich als die Suuh 
menproducte der Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen n, n-f 1 
zur {p — l)len Classe nach g. 88. m. Combinationslehre dar. Diese Bemer- 
kung fohrt zu folgender Formel:, 

(m-f «)'' ^ ' ' ' 

Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit , dafs in p Ziehungen gerade 
zwei weifse Kugeln erscheinen werden. 



4 ^ 

1. w = 



L 
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Folgende Fälle geDogen. Die beiden weiftien Kngdn eraeheiuen gerade 
iu der Iten u.Steo, llen a.Sten, Ken (L4(en u.b. w^ llen ir.|^en Ziehong, oder 
iü der Steu u. 3ten, 2teu n. 4(eu, Sten n. 6teu u. s« w«, Steu a» f^teu Ziehang , oder 
in der 3teu a.4teu, 3ten n.5ten, 3ten u.6teu u.8. w*, Steo n. |»ten Ziehnng o.ii.w.9 
oder endlich iu der (p — l)ten und pieti Ziehung. Die Zahl dieser Falle 
kommt mit den Zerstreuungen von Kwei Elementen in p Fächer oberein. 
Soll nun die jedem einzelnen Falle entsprechende WahrscheiDÜcbkeit be- 
stimmt werdeu, so ist zu beachten, dafs das Erscheinen einer schwarzen 
Kugel iu den vorausgebenden, zwischenliegenden oder nachfolgenden Zie- 
hungen mit iu den Caicul aufgenommen werden mufs. Es ergeben sich 
daher folgende Ausdrucke für die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten: 

_ _m_ (m— 1) (rt+gy^-^ _ m»l-Vn+2)^^ 



w^ 



w. 



m (n+1)^ m— 1 (»+2)^ ^ m^<"Vii+l)Mn+2)^ 
m+n * (m+w)* ' m+w * {m^-ny^ i^+^y 






w 



_ >* m (m— 1) (n+2^ __ m^»-'n( yi4 -2)P-^ 



Der letzte Fall giebt 

*^^ (m+M)P-*(m+w)(m+M) (»»+»/ * 

Die Zähler dieser Wahrscheinlichkeiten sind die Productensommen der Ver« 
biuduugeu mit Wiederholungen aus den Elementen n, »-f 1, n-f^ ^^^ 
(p — 2)teii Classe, weuu mau den allen gemeinschaftlichen Factor m^''* 
ausstöfst. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit tist demnach 

Wird diese Untersuchung auf dem bezeichneten Wege fortgeführt, so er- 
giebt sich für die Wahrscheinlichkeit des oben aufgestellten allgemeinen 
Problems folgender Ausdruck: 



*• «> = -^^SC(n,n+t,n+i,mi-3,....n-i-rr'. 
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Setzt man r = fii^ so ergiebt sich die Wahrscheiulichkeit, dafs in p Zie- 
baogen alle weifse Kugeln erscheinen werden. Sie ist 

Obgleich diese Gleichungen nur formell sind, so haben sie doch den Vor- 
theil, dafs sich die in S. 88. der Combinationslebre gegebenen Entwick- 
lungen auf sie a!nwenden lassen. Nach Nr. 86» pag., 63 wird ans 4. 

Nach Nr. 89. pag. 65 der Combinalionslehre geht 4. in 

Üben Die Wahrscheinlichkeit, dafs in p Ziehungen alle weifse Kugeln 
erscheinen werden, ist aus 6. und 5. 

Die Glieder der Beiheu 6. und 8. convergiren stark, wenn p einiger- 
mafsen grofs ist. Bei Ermittlung der zugehörigen Zahlenwerlhe lassen 
sioli die in 8« 29. der Combinationslebre angegebenen Metboden anwenden. 
Für nicht sehr genaue Näherungswerthe kann man sich auch folgender 
Verfahren bedienen. 

EiS wird ohne bedeutenden Fehler in der Formel & / »>+><— \ 

statt (?!i^)', (ü^i^)'" stall (^Lt^)" „. «. w. gesetzt werden 

können. Durch Einfährung dieser Werthe in 8. erhält man annährend 

üieraas folgt, dafs der Werlh von w wächst, wenn p wächst, und dafs 
bei huiläDglieh grofsein p der Werth von w der GewiCsbeit ganz nahe 
kommt ; wie dies bei immer weiterer Fortsetzung der Ziehungen stattfinden 
mufs* Die Gleichung 9. giebt daher die Möglichkeit, annäherongsweise die 
Zahl der Zidiongeii zu bestimmen, die uötbig sind, um mit ii^end einem 
Grade der WabrscbeinliebkeU alle weifse Kugeln ersclieinen zu aebeo. Es 
ist, nach einer einfachen Entwicklung: 

5 



11. m 



Eben so läfst sich die Zahl der weifcien Kugeln atitiäberungswetse bestim- 
meu, die man in die Urue bringen inufs, um einen bestimmten Grad der 
Wabrscbeiuliclikeit zu baben, dafs bei einer Gesammtzahl von Kugeln (s) 
alle weifse Kugeln in p Ziehungen erscheinen werden. Setzt man zu dem 
Ende « = m >]- n^ so entsteht aus 9. 

_ logtg 

= ,.4._(i^)'] • 

Sind demnach in einer Urne 100 weifse und 100 schwarze Kugeln ent- 
halten, so mufs man nach tO. 989,6 Ziehungen machen, um i gegen 1 
wetten zu können, dafs unter obigen Bedingungen keine wei(se Kugeln 
mehr in der Urne zurück sein werden« Befinden sich 10 weifse und 10 
schwarze Kugeln in der Urne, so sind zu dem nämlichen Zweck 68,4 Zie- 
hungen nötbig. 

Die Art, wie Laptaee dieses Problem behandelt, sieht man No. 17. 
pag. 284 seiner Theor. analt/L des probab. 3^ ed. Par. 1820. 

% 9. 

In einer Unie sind fit werfse und n schwarze Kugeln enthalten. E» 
wird /»mal gezogen und bef jeder Ziehung eine Kugel herausgenommen. So 
oft eine weifse oder eine schwarze Kugel erscheint, wird sie znrflck'- und 
eine schwarz^ mit ihr in die Urne geworfen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in p Ziehungen r weifse Kugeln erscheinen werden? 

Die Anzahl der Kugeln ändert sich mit jeder Ziehung und wachst um 
die Einheit. Die Kugelmengen srnd daher, nach der Reihenfolge der Zie-^ 

bongen, fn-\-n, i/i-f n-j-l^ m^-w-f-^» m-f-u-j 3, .... iw-f-»4"/'""^' '^'^ 
Zahl der weifsen Kugeln bleibt ungeändert; die der schwarzen aber wachst 
gleichfalls mit jeder Ziehung um die Einheit, und ist der Reibe nach n, 
n-flt ^^-'^9 •••• n-^-p—l. Demnach werden auch die Walirsebehilic^ 
keiteu, in den versohiedeoefi Ziehungen eine weifse oder eine schwane 
Kugel zu ziehen, Teränderlich sein und von der in der Urne beSadlieheo 
Kugel- Anzahl abhängen. Die Wahrscbeinliehkeiten, eifi# schwarze Kugel 
m der ersten, zweifen, dritten u. s. w«; pleu Ziehung zu erhalten, werdfir 
der Reihe nach 



1 >* n+l n+2 i»-f3 y|-{-y^t 

■• m+w^ m+w+1 * m+«4-2 ' iii+n+3 ' *••• m+n-^-p—i 

Beiu. Die Wahrscbeiiilicbkeiteo, eine weifee Kugel zu erhalteu, werden sein : 

^ m m m m m 

'• m+7*' m + w + l ' m + M + 2 ' m+n + 3 ' •'•• ^+7r|-"pl^ • 

Wir erwägen zuerst die Frage : Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs in p Ziehungen gerade eine weifse Kugel erscheinen werde? 

Die weifse Kugel kann entweder gerade in der ersten oder in der 
swetten, dritten u. s* w«, oder in der letzten Ziehung erscheinen. In jeder 
der übrigen Ziehungen darf sofort nur eine schwarze Kugel erscbeiiieu. 

• 

Fuhren wir nun die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten aus den Formehi 1« 
und 2* eiU| so erhalten wir folgende ZusauiBienstellnng ^'ör idie zu bestini-* 
niende Wahrscheinlichkeit : 

m w-j-l n-^2 n-f 3 ^*4"P — ^ 



I u m 

T 



n+2 n + 3 f^ +P—i 

m+n' m-f w + 1 ' m-f«-|-2* m-\-H-\'3 **-'* m + w-f-/? — 1* 

_L ^* n-f t m n-f 3 n -f y — t 

' rn+ii * m+n-f t ' m-f w + 2 * m-f w + 3 **" in 4-^4- /> — 1 ^ 



+ 



m-f w * m+w-fl * m-{-n4-2 * m-[-w-}-3 **** m-f w+^t^ — 1 ' 



, n n'\-i . n4-2 n-f ^ n 4-y-2 m 

' m+w * m-j-w + l ' i»-|-w-f2 * m + w-f 3 '*'* i»-[-w-f/^-2*m-}-w-|-/?-l ' 

Wird der allen Gliedern gemeinschaftliche Factor . j. >pia ausgeschieden, 

so bilden die zuröckbleihenden Ausdrucke die Summen der Producte aus 
den Verbindungen ohne Wiederholungen zur (p — l)ten Classe der Ele- 
mente n, it-j-lf n*f3, .*•• n-{'p — l. Für die gesuchte Wahrscheinlich- 
kett ergidbt sich dann fügender Ausdruck: 

3- ^ = (M^*^^"*' '•+^' "^^^^ •••• ^+''-*^'- 
Untersuchen wir nun die Wahrsdieinliohkeiti gerade zwei weifue Kugeln 
in p Ziehungen zu erlangen, so ergiebt sich das nämliche Schema, wel- 
ches der Gleichung 3. im vorigen Paragraph vorausgeschickt wurde. Wen- 
den wir diesea Sebeaa auf die Formelii U und t. an , so erhaken; wir fol- 
gende Zusammenstellung für die fragliche Wahraeheiiilidikeilt 

5* 



^ ~ «»+»• m+w + l • m+n + 2 * m+w+3 ' •*•• m+«+/»-II' 

I m li-^l m ii-|-3 i i»-f y — 1 

"•^m+w' m-fw+l ' m-fw + 2 m+w + 3 ' **** m+w+p--! ' 

I m n-^l w-^2 m i yi-f y — 1 

' m-J-w* m-fw-fl * m-fw+2 m-f-w + 3 "*'**' m-[-i»+;> — 1* 

[ n fi-f t n-f^ n-f 3 . m m 

"■»»^-n* i»4-w+l • m+»+2 • m+w + 3 + "••• m+i*+;>-2*m+i*+;i-l * 

Die Ausscheidaiig des gemeiDschaftlicben Factors aus sämmtlichen Gliedeni 
dieser Formel erzeugt Gebilde, welche die Sammeu der Prodaote aos den 
Yerbindangen ohne Wiederholnugen zur (;i — 3)teQ Classe' der Eteiaeiite 
n, n-f I9 M-ft, n-f 3, .••. n-f/^— 1 sind. Die gesochte Wahrseheittlicli* 
keit ist demoacb för den vorliegenden Fall 

*• "^ = (m-hiyii ^^(^> "+'' "+2' «+3» •••• »+/'-»r'- 

Wir werden faierdarch anf ein leicht erkennbares allgemeines Gesetz gefährt. 
Die Wahrscheinlichkeit des in Frage stehenden allgemeinen Problems wird 
dnrch folgende Gleichung angegeben: 

*• "" "= tm-f^iy li ^^(^^ n + i, II + 2, .... n+p-ty-', 
oder, wenn wir die Formel 70. $• 26. der Combinationslebre benutzen, 

Benutzt mau aber die Gleichung 73. $. S6. der Combinationslebre, so er- 
giebt sich 

^- •^ = (STF^Fn [/'^ ' -^^^+(/^ir ' -^ ÄCV— +(/i.2y » -> SC'ii^-^+..] 

(I, 2, 3,4, ....p-1). 

Hier bedeuten SC\ SC\ SC\ .... die Productensummen der Yerbindongeu 
ohne Wiederholungen zu der ersten, zweiten, dritten Classe u. s. w. der 
nntergeschriebenen Elemente. Endlich erhalten wir aus 77. $. 97. der Co»* 
binationslehre folgenden Ausdruck für 5.: 

_ ji^ Uog(t+J)ynP\' 
ö- «^ — irii • (m-flljHl 

Für diese Gleiehong sind die Entwicklungen von 80» pag. 34 der Combi* 
natioaslebre zu berfieksichtigen. 
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Ib einer Urne sind n^ mit den Zahlen 1, 3, 3, 4, .••• n bezeichnete 
Kugeln enlbaUen. Man nimmi p Kugeln einzeln heraus. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel grade in derjenigen Ziehung 
erscheinen werde, welche durch die ihr aufgeschriebene Zahl angezeigt ist? 

Man sieht leicht, dafs die Zahl der günstigen Ku^elgruppen mit 
der Anzahl der Stellen -Elemente übereinstimmt, welche entstehen, wenn 
die Versetzungen mit Wiederholungen von n Elementen zur /^ten Classe 
gebildet werden. Diese Anzahl Ist in 134. §• 43. der Combinationslehre ange- 
geben. Wird sie durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen vf^'^ gemes- 
sen, so ergiebt sich folgender Werth für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

Werden nuter den genannten Bedingungen alle Kugeln gezogen, so geht 
p in n über und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist aus 1.: 

Bedeutet n eine etwas groiseZahl, so geht 2. in folgende Gleichung ober: 

8. IT = 1— ar^ == 0,6321205.... 

Hier ist e die Zahl, deren naturlicher Logarithme die Einheit ist. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl zusammen- 
treffen werde, ist aus 2., wenn alle Kugeln gezogen werden, 

1 1.1 1 , . .- 1 



4. w 



|3 1 1 i 14 1 1 j[& 1 1 I • • • • C ) ^\ 



12|1 p|l 1 14|1 l&U r ••••V J iir|l 

Für ein nicht zu kleines n wird hieraus 

5. w = «-^ = 0,3678794 . . • . 

Die Gleichungen 3. und 5. gelten schon, wenn die Zahl der in der 
Urne befindlichen Kugeln 80 und mehr beträgt. 

Die Bedinguiigen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs gerade r Kugeln, nicht mehr, und nicht weniger, in der Zie- 
bungsreihe mit der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden? 

Die Zahl der günstigen Gruppen leitet sich aus der Gleichung 142. 
%. 44. der Combinationslehre ab , wenn dort p statt q gesetzt wird. Wird 
dnroh die Zahl aller möglicbeu Kogelgmppen getheilt, so findet sich für die 
gerachte Wahrscheinlichkeit: 
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Durch Weglassung d^r gleichen Factoreu erhält man 

Werden alle Kugeln gezogen^ so ist p = n und es wird hieraus 

Ist (n — r) nicht zu klein, so bat man 

Die Gleichung 6. dient, folgende Frage zu beantworten. 
' Die BedingQDgen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscbein- 
lichkeity dafs wenigstens r Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen 2aUen 
in p Ziehungen zusammentreffen werden? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit bestimmt sich, wenn wir aus 6. die 
Wahrscheinlichkeit abnehmen, dafs gerade r, r-f 1, r-f 3) •••• p—if pKu^ 
gelu mit den aufgeschriebenen Zahlen zusammentreffen werden. Setzen wir 
allmalig die genannten Werthe in 6., so erhallen wir Folgendes, nach etwas 
veränderter Darstellung: 

1 r«H-l|-l mH-2|-1 tiH-^i-l 1 

+ 7;^[Wrr(«-'*-ir"'"--Wn-C»-''-2r*''"+r&^ 

i rii'*+^i-i »i''+3i-i «»•+♦1-» 1 

+ s7rn[?;«7r(»-'-3r"'-—f,tin:T(»-<-3r '•"-'+ i4n..i.i. »-^y""-'— ■■] 



J 1_ /l/'»-^ 

Sämmtliche Glieder dieses Ausdrucks sind mit der Facultät ^^^ verbun- 
den. Lassen wir dieselbe vorerst anberöcksichtigt und beachten di* iu 
den Klammern eingescUoasenen Beiben, so lassen sich dieselben in sdkie^ 
liegender Richtung zusammenzählen. Dabei ist mir Mtbig, die begleite»^ 



den ffftcnkitea tob p sa gleichen Dimeueiooen za ergänzen* Dies giebt 
folgende Umfonmiugeo : 

_ r(H-t) £:JlL:VM_r_2V-'-»l-» 
'»'*"■'/« r qv— 'l-ifi r+3 , (r+2)(r+3) (H.t)(r4- 2)(r+3) 1 

^ £_I rn r 1V-''-3^l -1 

u, 8. w. Die in Klammern eingefi^cfalosseueii FaooUäten von r unterliegen 
folgendem Gesetze: 

* i"~1 J2 1 1 ' 13(1 ["••••V."",; jFiT — \ y 1*11 

Daraus erhalten wir folgenden Ausdruck für die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit : 

oder in anderer Darstelloog: 

"• "^ ~ rM.n'l-» l' r+1 * «-r "^ P« ' (r+2) Am— r/ 



r 



(£0"-+--]- 



1* » ^ (r-|-3) 

Werden alle Kugeln gesogen^ so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens 
r Kugeln mit den ihnen att%escliriebenen Zahlen zasanimentreffen werden, 

*«• ^ = T^lTl7--i::j.-I+ 1.2(r+2).~ 1.2.3(r+3) +-T 

Nun läfst sich auch die Wabrscheijilichkeit bestimmen, da(s höch- 
stens r Kugeln mit den aufgeschriebenen Zaiilen in p Ziehungen zusam- 
mentreffen werden. Zu dem Ende ist 11. von der Einheit abzuziehen und 
dann (r-f-l) statt r zu setzen. Dies giebt 

la. IT — 1 ir-Hti« ,,r+i,.,Ji ,.4.^ * ,*-,.-! 'i' 1^ ' *(' +3) Vw-r-1/ 

Cr+1) / y-^r-i yit . 1 



L 
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Endlich leitet sich auch ms 11« die Wahrsobetoliebkeit . ah , dafs io 
p Ziehungen wenigstens r, und höchstens ^Kugeln rattdeoaufgesohriehe*- 
uen Zahlen zusanimenlrefien werden. Die Bestinunung dieser Wahrschein- 
lichkeit beruht nämlich darauf, dafs entweder gerade r, oder r-f 1 9 oder 
r-f !2, ...., oder s Kugeln mit ihren Zahlen zusammentreffen. Es ist dem- 
nach in 11. S'\-l statt r zu setzen und das erhaltene Resultat von 11. 
abzuziehen. Dies giebt 

1«. «^— irii^^rj-i [* r-^-i' n--r^ 1^1^^+:^) Vw-r/ 

In einer Urne sind m Arten von Kugeln enthalten. Jede Art enthält 
gleich viele Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, ••». n bezeichnet sind. 
Es werden p Kugeln einzeln herausgenommen. Wie grofs ist die Wahr- 
scGeiuIicbkeit, dafs wenigstens eine Kugel mit ihrer aufgeschriebenen Zahl 
in der Ziehnugsreihe zusammentreffen werde? 

Die günstigen Kugeigruppen kommen mit den Stellen - Elementen 
fiberein, die entstehen, wenn die Versetzungen aus m gleich grofsen Ele- 
mentenreihen zur pien Ciasse gebildet werden. Diese Zahl ist in 146. S.45. 
der Combinationslehre angegeben. Man hat dort p statt q und tu statt p 
zu setzen. Wird durch die Zahl aller m&glichen Kugelgruppen gemessen, 
so ergiebt sich fär die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgender Ausdruck: 

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied negativ werden oder in übergehen 
sollte. Werden n Ziehungen gemacht, so wird p = n und es ist 

Diese Gleichung gilt nicht nur für die erste Ziehnugsreihe, sondern auch 
nach %• 7. für jede spätere Reihe, worin n Ziehungen gemacht werden ; vor- 
ausgesetzt, dafs die Beschaffenheit der gezogenen Kugeln nicht bekaoQt ist. 
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Die . BediugQUgeu sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscfaeiu« 
liebkeit, dafs in p Ziebuogeu gerade r Kugeln mit den aufgeschriebeoeu 
Zahlen zusammentreffen werden? 

Die Zahl der gunstigen Fälle ergiebt sieb aus 151. S-46. derCom- 
binationslebre. Sie ist ' 



3. to 



"" rM(mMyi-i l 1 \m-r/ "^^l^i^ W— r/ Pl^ \mn-r/ + — •]• 

Mit Hülfe dieser Gleichung sind 'wir im Stande folgende Frage zu 
beantworten. Wie grofs ist unter den genannten Bedingungen die Wahr- 
scbeinlicbkeit , dafs wenigstens r Kugeln mit den aufgeschriebenen Zah- 
len zusammentreffen werden? 

Wenden wir das nämliche Verfahren an, welches in §. 10. zu der 
Gleichung 10. führte, so ergiebt sich folgende Bestimmung filr die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit. Mau findet 

^ m'^l-y p Y'-^ r. rtfi p—r . rm* / p—r y i"^ 

*• ^— iru Vm J L* r+l'mr-r '«"l^M(»- + 2)\mn— r/ 

i^l*(r+3}Vmn-r/ ^■••••J- 

Auf gleiche Weise wie in §• 10. ergiebt sich fär die Wahrscheinlichkeit, 
dafs höchstens r, also entweder r, oder r — 1, oder r — 2, .... oder 1, 
oder keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werde: 

IH-iMXm«/ l r-f2 Vmw-r-1/ ' l'l'Cr+S) \mn-r-lf 

Aus 4. ergiebt sieh die Wahrscheinlichkeit, dals unter den genannten Be- 
dingangen wenigstens r und höchstens » Kugeln mit den anfgeschriebenen 
Zahlen in p Ziehungen zusammentreffen werden. Sie ist 

« _ "•' / P VT« rm ( p—r \ , rm« ( p—r y i-» 1 

»• "'— iTüVm»^ r r + l \mn-r) "r" l^lHr+2; V»«— r/ J 



m*+t / p \H-tl-i 
1H-11-» \m«/ 



i'-^(£^4)+P-;m(s^)"--....]'). 



*) In diesem und dem vorhergehenden Paragraph haben wir der Kärxe wegen 
/aV>-^ *.»«*'"* a(o— l)(o— 2)....(o— JT+I) ... . . . 

Kj) ■»•" jSöri - i,{b-i){h-2)....Kh-x^i) !«*"••»«•' »«> '^•"»•» •«<* 

kfinftig diese Beziehungsart beibehalten. 

6 
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Die iu diesem Paragraph gefuiideuen Gleicboiigen laaseu sieb anf 
sehr eiufache Ausdrücke bringen, wenn sebr grofse Zahlen vorkomnieu 
und die näherungswdse Werlhbestimniaug genögt In diesen ITällen kön- 
nen die Gleichungen aus der Coinbinaüonslebre pag. 118 u. ff. angeweu* 
det werden. 

Wird in der Gleichung 2. fdr n eine etwas grofse Zahl angenom- 
men, so können statt der Facultäten von n und mn ohne bedeutenden Feh- 
ler die entsprechenden Potenzen gesetzt werden und die Gleichung gebt in 
folgende über: 

•• t^ = 1 i2Tr 1 "jTji ^rn ....== 1 e . 

Wenden wir die nämliche Bemerkung auf die Gleichungen 3. und 4. an, so 
ergiebt sich, dafs sich die Wahrscheinlichkeiten der in diesem Paragraph 
betrachteten Fälle denen des vorhergehenden Paragraphen nähern; und 
das um so mehr, je gröfser n wird. Die Werthe der Wahrscheinlichkeiten 
werden im Allgemeinen um so kleiner sein, je kleiner die Zahl der Zie- 
hungen ist und je weniger Kugel -Arten bei einerlei n vorkommen; sie 
werden um so gröfser sein, je gröfser die Anzahl der Ziehungen ist und 
je mehr Kugel -Arten bei einerlei n vorkomuieu. Die Wahrscbeinlicbkeiten, 
welche bef mehreren Kugel- Arten in Frage stehen, werden sich denen, 
bei einer Kugel- Art um so mehr nähern, je gröfser die Zahl der Kugeln, 
welche in jeder Art vorkommen, im Yerhältnifs zu der Zahl der Kugel- 
Arten ist, oder je gröfser n im Verhältnifs zu oi ist. 

Bei den entgegengesetzten Wahrscheinlichkeiten treten die umge- 
kehrten Verhältnisse ein. Die Werthe 3. und 6. S« 7. bilden demnach die 
Grenzen, um welche die Wahrscheinlichkeiten schwanken und von welchen 
sie sich mehr oder weniger entfernen« 

Zieht man nun aus einer Urne, welche vier Kugel -Arten enthält, 
von denen die Kugeln jeder Art mit den Zahlen 1, 2, 3, •••• 8 bezeichnet 
sind, acht Kugeln einzeln heraus, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs we- 
nigstens eine mit der au^eschriebeuen Nummer zusammentreffen werde, 
nach 2.: 

w = 1 p|i 3221-1 "T pM, 3231-1 •••• = 0,oo0-*5o..., 

Werden aus einer Drne^ die nur acht, mit den Zahlen 1, 2, 3, •••• 8 be- 
zeichnete Kugeln enthält, alle einzeln herausgenommen , so ist die Wabr-^ 
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Bcheittlichkeit , die aufgeschriebene Nummer einer Kugel mit der Orduuugs- 
zahl der Ziehung übereinstimmen zu sehen, 



w 



1111 



Merkwördig ist es, dafs die Werlhe der Wahrscheinlichkeiten bei 
zunehmender Kugelzahl , und bei gleichförmig zunehmender Zahl der Zie- 
hungen, nicht regelmäfsig steigen oder fallen, sondern um die in §. 10. 
3. und 5. angegebenen Grenzwerthe hin und her schwanken, und regel- 
mäfsig, abwechselnd, bald gröfser, bald kleiner als diese Werthe sind. 
Werden nämlich aus einer Urne, die 1, oder 2, oder 3, oder 4 Kugeln 
von einer Art u. s. w. enthält, jedesmal alle gezogen, so sind die Wahr- 
scheinlichkeiten, dafs wenigstens eine mit der aufgeschriebeneu Zahl zu- 
sammentreffen werde, 

Für die entgegengesetzten Wahrscheinlichkeiten verhält es sich auf ent- 
gegengesetzte Weise; nemlich es ist 

Dies scheint Laplace äbersehen zu haben, wenn er pag. 823. Tieor analyt 
d. probrnb. behauptet, dafs in 9. die Wahrscheinlichkeiten wachsen , wenn n 
wächst. Die Prämissen, worauf er seine Schlösse grOndete, scheinen für 
den Fall, welchen er behandelte, und für welchen er Schlösse ziehen wollte, 
nicht zulässig. Bei unveränderlichem m und n wachsen in der Gleichung 1. 
dieses Paragraphen und in 1. S« 10. die Werthe der Wahn^cheinlichkeiten, 
wenn p wächst. 

Das vorliegende Problem hat Laplace in seinem eben angeführ- 
ten Werke Nr. 9. behandelt. Er hat die Gleichungen 1. und 3. ent- 
wickelt. Das Problem in 10. hat Euler in Hurf. de VAcadi$me roy. 
d. Sciences et bell. lett. 1752. pag. 255 u. ff. behandelt. Er hat die Glei- 
chungen %. 3. und 6. entwickelt und auf mehrere besondere Fälle an- 
gewendet. Seine Entwickluugsart ist etwas weitläufig. Auf Seite 270 
geht Muler voa der uurichtigen Ansicht aus^ dafs sich die io g. 10. ent-*» 
wickelten Gleichungeii auf die in diesem Paragraph behandelten Fälle an- 
wenden liefsen. 

Heben wir in den Ausdröcken 4. 5. und €. die Zähler heraus, 
80 beantworten sie Probleme aus der Combinationslebre. Im ersten Fall 

6 « 
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wird die Anzahl der Grappen bestimmt, in welchen wenigstens r Elemente 
auf der zogehörigen Stelle erscheinen , wenn die Versetzongen ohne Wie* 
derholongen aus m Elementenreihen zur plen Classe gebildet werden, von 
denen jede n Elemente hat Behalten wir die in der Combinationslehre 
angenommene Bezeichnungsweise bei, so ist 

Im zweiten Falle wird unter den nämlichen Bedingungen die Zahl der 
Gruppen bestimmt, die höchstens r Elemente an der zugehörigen Stelle ha- 
ben. Es ist 

Im dritten Falle wird die Zahl der Gruppen bestimmt, in welchen unter den 
genannten Bedingungen wenigstens r und höchstens # Elemente auf der 
zugehörigen Stelle erscheinen. Sie ist 

(r\^l* »'•+21-1 ^« 

Soll die Zahl der Stellen -Elemente fdr die Torliegenden Probleme 
bestimmt werden, wenn nur eine Elementenreibe vorhanden ist, so ergiebt 
sie sich leicht, wenn in den eben geftindenen Formeln m = 1 gesetzt 
wird. Die Gleichungen ifi. 11. und 18. beantworten die Probleme, worauf 
S. 44. und 46. der Combinationslehre aufmerksam machen. 



^. ^ 
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S. 12. 

In einer Urne sind m^ in einer andern n Kugeln enthalten. Aus 
jeder wird eine willkürliche Anzahl von Kugeln herausgenommen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, daüs ans jeder Urne gerade p Kugeln ge- 
sogen werden? 

tnP I "^ 

Aus der Urne, welche m Kageln enthält, können -jyt Gruppen 

genommen werden, von denen jede p Kugeln enthält« Ans der zweiten 

ftPi-i 
können — ^jp solcher Gruppen hervorgehen. Jede einzelne Kngelgruppe, 

die aus der ersten Urne gezogen wird, kann sich mit allen, die aus der 
Q^ gezogen werden^ der Reibe nach verbinden und der Aufgabe genfi- 
g^ Die Zahl der günstigen Fälle ist daher 

Die Kugelgruppen, welche aus der ersten Urne, die m Kugeln ent- 
hält, hervorgehen können, werden entweder eine, oder zwei, oder drei 
Q. s. w., oder m Kugeln zählen. Die Bestimmung der, sämmtlichen Fällen 
EOgehörigen Gruppen- Anzahlen führt zu folgendem Ausdruck: 

-^1 — "J" ' 2*1^ * pTT T • • • • jm I i — C*T*/ — *• 

Eben so ergiebt sich fflr die Zahl aller möglichen Kngelgruppen, die aus 
der zweiten Urne hervorgehen können: 

Sämmtliche in Ai und A2 enthaltene Kugelgruppen können sich miteinander 
verbinden. Die Zahl aller . möglichen Fälle ist daher 

2. J«+„ = (2'^-l)(2»-l). 

Aus 1. und 2. ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

^ lPli.lPiiK2~_i)(2''— 1) • 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich« 
keit, daCsi ans beiden Urnen gleichzeitig gleichviel Kugeln gezogen werden? 

Die gänstigen Fälle sind folgende. Es werden entweder eine, oder 
zwei, oder drei u« 9. w», oder n Kugeln gleichzeitig ans beiden Urnen ge- 



46 

zogen, wobei n kleiner als m angenommen wird. Die Zabl der guustigeu 
Fälle ist nach den vorstehenden Erörternngen zu No. 1.: 

"" 1 • 1 1" 12|1 • J[i|l "T |3|1 • 13|l "!"•••• Juli • lii|l • 



Wenden wir auf diesen Ausdrack die in $• 142. und 143. pag. >57 u. ff^ 
m. Differenzencalculs gemachten Bemerkungen an , so geht die Zahl in fol- 
gende über: 

Wird dieser Ausdruck durch die Zahl aller möglichen Fälle nach 2. ge- 
messen, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit m^ 

. (m + M)«!-* 1 ™ 

1"<*(2'"-1)(2»— 1) (2»" — lj(2«— !)• 

Ist die Kugel -Anzahl in beiden Urnen gleich, also n = m, oo ergiebt sich 
hieraus 



^mli |m|1^2'» 1)* (2"»— 1)» ' 

Ist die Kugel -Anzahl in beiden Urnen sehr grofs, so erhalten wir nach 
$• 143. pag. 859 des Differenzencalculs 

^ 1.3. 5. 7.... (2m— 1) 

^ ~ 2.4.6.8.... 2m ' 

Da nun bekanntlich bei sehr grofsem m, näherungsweise 

. _, 2. 2. 4. 4. 6. 6. .>. 2m. 2m 

*^ 1.3.3.ö.ö.7....(2m— l)(2m+lj 

ist, so ergiebt sich hieraus leicht folgende Gleichung: 

__ 1 

•^ y(i«(2m+l))' 

oder, da bei sehr grofsem m, 3m ertalt 2mn gesetzt werden kano, 

y(«m) 

n ist das Yerhältnifs des Durchmessers zur Peripherie des Kreises. Aus 
7. folgt, dafs die gesuchte Wahrscheinlichkeit sich verkleinert, je gröfser 
die Zahl der Kugeln wird» 



I 
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Erbebeu zwei Personen gleichzeitig und auf» Gerathewohl 1, 2, 3, 
dder 4 Finger, so ist nach 4. die Wahrscheinlichlceit, dafs beide die gleiche 
^Zahl treffen werden, ^^ = 0,30622 ..••, also beinahe ^. 

Von zwei Urnen enthält jede m Kngeln, die mit den Zahlen 1, 2, 
3, • . • • m bezeichnet sind. Man zieht gleichzeitig p K ugeln aus jeder Urne. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs sie die gleichen Zahlen tragen? 

Die Zahl der verschiedenen Fälle, in welchen p Kugeln aus der 
einen Urne genommen werden können, ist 

Jeder einzelne Fall, der bei dem Ziehen aus der einen Urne möglich ist, 
kann mit demselben, der bei dem Ziehen aus der andern möglich ist, nur 
einmal zusammentreffen. Die Zahl aller günstigen Fälle ist demnach unter 
dem vorstehenden Ausdrucke begriffen. Die Zahl aller möglichen Fälle 
ergiebt sich aus 1., wenn n =tn gesetzt wird« Die gesuchte Wahrsclieiu- 
lichkeit ist demnach 

Es wird unter den nämlichen Bedingungen gezogen. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs aus beiden Urnen gleich viele und mit den 
nämlichen Zahlen bezeichnete Kugeln erscheinen werden? 

Es können entweder eine, oder zwei, oder drei u. s. w«, oder tn Ku- 
geln aus jeder Urne gezogen werden, welche die gleichen Zahlen tragen. 
Die Zahl der gunstigen Fälle ergiebt sich, wenn I, 2, 3,.... m in 8. statt 
p gesetzt wird. Sie ist 

^ — »!-[- i2|i T TiTT "!"•••• "^srrr — ^ ""*• 

Die Zahl aller möglichen Fälle giebt 2., wenn m statt n gesetzt wird* 
Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Sind drei Urnen vorhanden, und werden p Kugeln gleichzeitig aus jeder 
herausgenommen, so ist die Wahrscheinlichkeit^ dafs sie die gleichen Zahlen 
tragen werden: 



w 



mPi-^mPi-* 
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Hieraus ergiebt sich allgemeio, wenn r Urnen vorhanden jsind, fQr 
die Wahrscheiolicbkeit, dafs p gleichzeitig ans jeder Urne gezogene Ku- 
geln dieselben Zahlen tragen werden: 

Eben so ergiebt sich allgeniein aus 10. fOr die Wahrscheiulicbkeil , 
dafs überhaupt die gleiche Anzahl gleichbezeichueter Kugein erscheinen 
werde, wenn aus r Urnen gezogen und aus jeder willkflrlich irgend eine 
Anzahl Kugeln genommen wird: 

• 12. W7 = ^2«--i)'--** 

Es ist nicht eine noth wendige Bedingung, dafs die Anzahlen von 
Kugeln in den verschiedenen Urnen gleich sind. Sie können auch un- 
gleich sein. Für diesen Fall gehen die Gleichungen 11. und 12, in fol- 
gende über: 

13. u)'= - ^^ ^ 



m/'-' m3''«-^m/«-^...m/'-' 



14. to = — — % 

(2~»_1)(2*'— 1)(2**— 1)....(2*^^1) 

wenn m^ die kleinste Kugel -Anzahl bedeutet. 

In einer Urne sind m Kugeln enthalten« A nimmt irgend eine An» 
zahl von Kugeln heraus, und B ruft gleichzeitig irgend eine Zahl, die klei- 
ner als m-[-l ist, aus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs beide 
die gleiche Zahl getroffen haben werden? 

Die Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dafs Ä jede beliebige Zahl 
von Kugeln, also 1, 2, 3, . • . • m ziehen kann. Die Zahl der günstigen 
Falle ist, nach den zu 8. vorausgeschickten Bemerkungen: 

A = «• T -pTT" T -jT|— "T • • • • ' im 1 1" = 2"* — 1. 

Die Zahl aller möglichen Fälle ist aus den nämlichen Gründen 2*" — ]• 
Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist daher ir = 1 , und wird also zur 

Getüifsheif. Die Wahrscheinlichkeit, dafs B eine bestimmte, unter m mög- 

i 
liehen Zahlen treffen werde, ist — • Demnach ist die gesuchte Wahr-^ 

scheinlichkeit 

15. «^ = — . 



$. 18. 

lu eiuer Urne befioden sich m Kugeln. Jemaud niiniiit aufs Geralhe- 
wohl eine Anzahl Kogeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs die herausgeuomniene Anzahl von Kugeln gerade, und wie grofs, dafs 
sie ungerade sein werde? 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine gerade Anzahl von Kugeln erschei- 
nen werde, beruht darauf, dafs entweder zwei, vier, oder sechs Kugeln u. s. w. 
gezogen werden. Die günstigen Fälle sind 



• • • • 



Soll eine ungerade Anzahl von Kugeln, also eine, drei, fönf u. s. w. ge- 
zogen werden, so ist die Zahl der gunstigen Fälle 

-^2 'J \ p 1 1 I ^5 11 "t" • • • • 

Nun ist 

*• -^ 1 -j- «1 -f- -J2|— -f- pn -|-.... ^^n , 

^» ^ — t* — *> ; — * "j "r"pTr • ••• \ — ; ^m|i * 

Wird 1. und 8. zusammengezählt, von der erhaltenen Summe die Zahl 2 
abgezogen und dann das Resultat durch 2 gemessen, so entsteht 

3. Ai = i^2-[-2.-jyj-j--]-2.-jy|-j- -j- . .. . — 2ß = g = 2"" — 1. 

Wird die Gleichung 9. von 1. abgezogen und das erhaltene Resultat durch 
2 gemessen, so ist 

2 ~ ^ 



4. 4i = i (2m-f-2.-^T- +2. ^jp- -}-•...) 



Die Zahl der möglichen Fälle ist nach den Vorbemerkungen zu 2. S* IS. 
il = 2'" — 1. Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine gerade Anzahl 
von Kugeln gezogen werden wird, 

die Wahrscheinlichkeit, dafs eine ungerade Anzahl von Kugeln gezogen 
werden wird, ist 

9ifi— i 



7 



L 
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Diese Wahrscbeinliehkeiten näheru laich immer mehr der Gletehheit, je gro-- 
Cier m wirdi uad der Coter^obied wird immer uobedeoteoder. Bei klei- 
iiea m Ist der Untersobied bedeuteoder. 

lu einer Uroe sind m scbwar^e und n weibe Kugelo entbalteD. Mail 
nimoit eine gerade Auzabi toii Kugeln heraus. Wie grots ist die Wahr-* 
scheinlichkeit, dafs von jeder Farbe gleich viele Kugeln erscheinen werden ? 

Dies wird geschehen« wenn eine weifse und eine schwarze, zwei 
weifse und zwei schwarze Kugeln u. s. w. erscheinen. Die Zahl der 
gunstigen Fälle isl, wie aus den Bemerkungen zu 4. S« 18. erhellet: 

Bier ist n<i*'^' Die Zahl aller möglichen Fälle ist 

ö. ^2 — |2Ti I pll 1 jeTi !-•••• — 2 — ^ ^ 

wie sich aus 3. ergiebt Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

O .^ — (m+w)M-t-l 

Enthält die Urne gleich viele weifse und schwarze Kugeln , so geht der 
vorstehende Ausdruck in folgenden Ober: 

.^ 2m(2m— 1) (2m— 2) .... 3.2 , 1 1 

Nach den Gletchuugen 5. md S. $. 18. erhalten wir für sehr grofse m: 

iU w = -r -• 

Der Werth der geßindenen Wahrscheiolichkeit ist doppelt so grob als der 
in 7. S« i2. gefundene. 

Es sind die nämlichen Bedingungen wie oben gegeben. Man nimmt 
nach Willkür eine gerade jSahl von Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinliohkeitt dafs von jeder Farbe gleich viele und gleich bezeichnete 
Kugeln erscheineB werden? 

Nach den Bemerkungen zu 10. §. 12. ist die Zahl der gunstigen Fälle 

12. A = w4--^5^+-p^j- -j-.... = 1 —1; 

die Zahl aUer möglichen Fälle ist in Nr. 8. diese« Paragraphen augegeben. 

Die Wahrscheinlichkeit ist demnach 

2»n 1 

13. W = 2m4t,-i ^ i • 
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Für sefar grofse m wird 

zu setzen sein. 

Die Gleichuiigeii diesem oud des yorbergebeodeu Paragraph» bäug«iu 
ihrem Inhalte pacb zosamiDeii und sind deshalb hier znsaniniengestelk. Da« 
erste Problem dieses Paragraph» ist nach hacroix ( Wahrspheinlichkeits* 
Rechnung §. 43. ) von Bertrand und dann von Laplace in TAeor. analjfL 
d. probab. Nr. 6. behandelt« Dort findet sich aufserdem auch noch die 
Glaicbaug 11, dieses Parageapbs entwickelt» 

S. 14. 

In einer Urne befinden sich m Kugeln, die mit den Zahlen t^^2j 3, 4, ....m 
bezeichnet sind. Es wird p mal gezogen und jedesmal eine Kugel heraus* 
genommen,^ die man nach der Ziehung in die Urne zurückwirft. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit 9 dafs die Summe der auf den gezogenen Ku- 
geln eingezeichneten Zahlen gerade s beträgt? 

Die Anzahl der gunstigen Fälle kommt , wie leicht zu sehen, mit 
der Zahl der Gruppen übereiu , welche entstehen , wenn die Versetzungen 
mit Wiederholungen zur Summe 9 aus den Elemeufen ^i^, a2y tf,, .«.. a^ 
zur j9ten Classe gebildet werden. Diese Gruppen -Anzahl ist in der Com- 
binationslehre g. 80« Nr. 60. Seile 39 angegeben. Wir benutzen jedoch 
die dort gegebene Entwicklungsweise nicht, sondern wählen zur Auffin- 
dung der dem Unternehmen günstigen Gruppen -Anzahl eine andere Me- 
thode, die wir in der Schrift „Die Versetzungen mit Wiederholungen zu 
bestimmten Summen aus einer oder mehreren Elementarreiben. Freiburg, 
1840.^' angegeben haben. Sie beruht auf der Bemerkung, dafs die Ent- 
wicklung der Polynomien, die nach den steigenden Potenzen einer Grund- 
gröfse geordnet sind, auf Ausdrücke fuhren, in welchen die Vorzahlen der 
erhaltenen Glieder die Gruppen oder die Gruppen -Anzahl der Versetzungen 
mit Wiederholungen zu der Summe, welche der Exponent des zugehörigen 
Gliedes angiebt und zu der Ciasse bilden, welche die Potenz ausweiset, 
zu welcher das gegebene Polynomium erhoben werden soll. Bei dieser 
Entwicklung entstehen die Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen, 
wenn die Glieder des zu entwickelnden Polynomiums mtt den Elementen 
aiaer oder mehri^rer Reihen verbunden sind, nach der Vornu^ 

7* 
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+ JP(#(;^+I); a„ a,, .... aj^jc^' 
+ P'(^(/i+2); fl„ II,, .... ajPx^, 

oder es entstehen die Gruppen -Anzahlen der Versetzaugen mit Wieder- 
holangen, wenn die Glieder des zu entwickelnden Polynomiums nicht mit 
den Elementen einer Reibe verbunden sind, folgendem Ausdrucke gemSfa: 

(«1» «2» A3? «4? •••• O» 

wobei man Elemente der untergeschriebenen Reihe zu soppliren oder die 
Exponenten der ordnenden Gröfse x als Stellenzahlen der Elemente einer 
Reibe sich vorzustellen hat. 

Kommen mehrere Elemeutenreihen in Betracht, so ändert dies die 
Entwicklnngsweise nicht, und die Formel 

(01, II2, •«••Um? *1? ^2? ••••^m» ^1> ^2J ••••^m5 ^9 *3 • •••^m 5 ^3» ^4 •••• ^m 5 ••••^m/ 

giebt Glieder, deren Vorzählen die Gruppen der Versetzungen mit Wieder- 
holungen in der ;9ten Classe zu den verschiedenen Summen aus den unter- 
geschriebenen Elementenreihen geben. Der Ausdruck 

'\-PVip+2)yxP^' + .... 
giebt Glieder, deren Vorzahlen die Ausdrücke für die Gruppen -Anzahlen 
der Versetzungen mit Wiederholungen in der ;iten Ciasse zu den ver- 
schiedenen Summen aus den oben untergeschriebeiien Elementenreihen bil- 
den. Sollten im letztern Falle die Elemente nicht angegeben sein, so sind 
sie aus den Vorzahlen der nicht entwickelten Darstellung nach den vor- 
liegenden Beziehungen leicht abzuleiten: denn es sind so viele Einheiten 
irgend einer Potenz der ordnenden Gröfse vorzuschreiben, als Elemente 
mit ihr verbunden werden wurden, wenn die ursprungliche Darstellung ge- 
geben wäre. 

Um nun die Zahl der gunstigen Kugelgruppen nach diesen Bemer- 
kungen zu bestimmen, ist das Polyuomium 

zo entwickeln und die Vorzahl zu bestimmen, welche dem Gliede ^* so« 



»- 



&3 



hört Es iat bekaudiofa 



(l-*)p 



und 



also 



+ (£±^=i^ ,.,+.... 



(l_a?»y = l_|a?- + ^a*--g|:=Jar'" 



P 



,41—1 



1*1 1 



a? 



,4m 



• ••• « 



p=(\—ary 



xP ^ 



(i-/'--+^-'"-....)C^^=^v+9^--'+....) 












J7"'+P+''+.... 
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l«l-t 



+iäTr(/^ir 



11-1 






»i-i 



I +W'^ 



ll-l 



a.»-.+p+i_|.(2„,^^^ty»-i I -1 



iplm+l^-l-. 
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S. ti^ 



Aas dieser Formel labt sich nun leicht die Form der Verzähl von x^ und 
damit die gesuchte Gruppen -Anzahl abnehmen. Sie ist 
1. A = P'i9{s)i ai, 02, 03, .... a„,Y 

Diese Reihe bricht ab, wenn ein Glied negativ wird, oder in über- 
geht. Wird die Gleichung 1. durch die Zahl aller möglichen Gruppen m^ 
gemessen, so ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dats die Summen der auf den gezogenen Kugeln sich zeigenden' 
Zahlen entweder s oder eine der niedrigeren sind? 

Die Zahl der günstigen Falle wird sich ergeben, wenn wir in * 
die Gleichung 1. allmälig die Wertbe p, p-^t^ p-f^' **** ^ ^^^ ^ setzen, 
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die biednrcb entstandenen Ausdräcke zusammensaUeo und dann durch die 
Zahl mP aller möglichen Fälle tbeilen. Dies giebt folgende Zasamneii- 
stellang : 

• •••••••• 

-i-(m-|^)P-"-' — p.^^l-' 



i,»i-» 



4-(2»4-p)P-^'-» -;,(«4.;,)P-X|-t +^;^I|-I 



4.(,_i)P-ii-i _p(,.^«_i)P-i.-i4.^(,_2m-i/-»i-._....]. 



Werden die Verticalreiben dieser Formel summirt, so ergiebt sich folgen- 
der Ausdruck fär die gesuchte Gruppen -Anzahl: 

Die Wahrscheinlichkeit wird 

^ 5- «^ = iH^[s'""'-;'(*-«')^'-'+$T?(«-2"«r'"-—] 

sein; s kann sich hierin von p bis zu pm erheben. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs die Summen der auf den gezogenen Kugeln erscheinenden 
Zahlen zwischen q und s liegen, also eine der Summen y-f ^9 ^H* ^' 
^-f-3, .... s sind? 

Die fraglidie Wahrscheinlichkeit eifpebt sich, wrenn wir diejenige, 

dafs Kugeln erscheinen, deren ZaUeu die Samne 7 oder eine geringere 

Summe bilden, vorerst angeben und sie dann tob der in 5. ansgedrOck^ 

' len ahfiiehes. Die erstere findet sich, weati f statt # in & gesetzt wird. 

Dies giebt fiir die gesuchte Wabrsefaeialidikeit : 



t 

«• «^ = IPi^ [«^'"-/»(»-«•/'■•+^(*-2»»)^'-^-....] 

Sind die Kugeln mit den Zahleo 0, 1, 2, 3, ...• m bezeichnet, so 
bleiben die Scblässe ungeändert. Die Zahl der Kogelu erhöht sich am 
die Einheit und die Summe mii die Classenzahl ; nach 41. S. 18. d. Combi-^ 
nationslehre. Die Wahrscheinlichkeiten , Kugeln zu ziehen, deren Zahlen 
eine bestimmte Summe oder' den Inbegriff mehrerer Summen geben, gehen 
nach den angegebenen Modificationen in andere über. Aus 2. wird 



• • • • 



Aas & wird * 9 

+ ^J, ? (*+r-2iii-2y ' -» ] . 

Aus 6. wird 

+^(«4-/'-2iii-2)P'-'-....]. 

Diese Gleichungen lassen sich unter andern auf das Zahlensystem 
anwenden. Sind in einer Urne die Zahlen, welche aus p Ziffern und we- 
niger bestehen , enthalten , so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, eine Zahl 
zu ziehen, deren Ziffern die Summe s betragen, wenn m = 9 in 7. gesetzt 
und das Resultat durch die Anzahl IQP—l aller Zahlen, welche p oder 
weniger Ziffern haben, gemessen wird. Demnach ist 

o» s. w. So ist die Wahrscheinlichkeit, ans eiqer Urne, welche alle sechs- 
4teUt|^n and niedrigere Ziffern entUÜt, eine Zahl zii ziehen, deren Ziffern 
di^ Samme.25 betragen, WWV»$ ^ ^^r, eine ZaU za ziehen, deren Zif- 
fern die genannte Summe oder eine niedrigere betragen, ist ffüM n..ik w. 
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S. 15. 

In einer Urne sind r Arteo von Kogelo eotbaUen, jede ait atoer 
beliebig groüsen Anzahl von Kogeln. Den Kugeln erster Art sind die 
Zahlen ki-^-l^ ki'\'2j A|-f3, • . • • oii, denen zweiter Art die Zahlen 
Ats-j-I) ^2 4"^' ^2-f3, • ••• 1912 u. s. w«, denen Her Art die Zahlen 
kr'\'t, kr'\-2j A^-f^S, •••• für aufgeschrieben. Man zieht f^ mal und nimmt 
jedesmal eine Kugel heraus, die naeh der Ziehung in die Urne zurück- 
geworfen wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit i dafs die auf den 
gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s betragen werden? 

Die Zahl der gflnstigen Kugelgruppen kommt mit der Anzahl der 
Gruppen äberein, welche entstehen, wenn die Versetzungen mit Wieder- 
holungen aus r Elementenreihen, welche auf die in der Frage angegebene 
Weise bAchränkt sind, zur Summe s in der pten Classe gelbildet werden. 
Benutzt man nun die im vorigen Paragraph angegebene Methode, so hat 
man die Vorzahl von ar' in der entwickelten Darstellung des Polynominma 

...+«:»-+*+ a?*r+^+a?*r+3 4.....a7-^f 

zu suchen. Die Glieder des vorstehenden Polynominms lassen sich auf eine 
einfachere Form bringen, und es ist 



J 






(i 
Benutzen wir die im vorigen Paragraph angegebene Entwii^lung von 

(1— jcy> > ** ergiebt sich 



• • •)• 

Werden die angezeigten Entwicklungen ausgefiihrt and wird die nieraos 
sich ergebende Verzähl von ^ abgeleitet, so erhalten wir folgenden 
Ausdruck : 
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2. A 



3.2 



-f [('-(;'-i)*i-"».-ir*'-' 

+ (*-(p-l)Äi-m,-l )'-"-» 

+ (*-(;»-l)*.-»»,-ir^'-^ 



(«-(;»-l)Äi-Äj-l)p-»i-' 
(*-(;»-l)Ä,-Ä:3-ir«i-i 



T 



(»-(/»-2)A:i-f»i-iWj-l)P-"-» 



^ [(«-(p-2)Ä,-2«ix-ir '-'+2 



I 2.1 

"Tl. 2 



(*-(;(»-2)*i-w,-»i^-l)P-* I -1 
-(#- (;^-2)Äi-f»i-/fc,-l)'^' I -' 

-(*-(^-2)Ä,-«ii-Ä,-l)P-^ I -» 



(n-(;>-2)Äi-2mj-l)P-^>-» 
+ 2 (ll-(/^-2)Ä,-»l,-l»J-l)P-^•-^ 

+ o(«-(/»-2)*x-2*,-ir»'-'] 



- ^ [(*-(;»-3)*,-3m,-l)'-'-»+3 



(*-(;>-3)A:i-2in,-»»j-ir» ' "» 



-(»-(;»-3)&i-2»»i-* -ir' ' -' 



+ 1: 



(«-(;»-3)Äi-Wi-2to,-1)p- 



M-l 



, 3.2.1 
+ 1.2.3 



+ 2 



(«-(;»-3)*,-mi-»iij-»ij-l )P-' 



I-» 



- («-(/»-3)&i-«ll-«h-*r-ir' ' ■' 



• • • • • 



• • • • • 



(-i)*(«-(/»-3)*»-»i-2&,-ir"-' 



+ 



(«-(;»-3)Äi-3mj-l)P-*'-^ 

(*-(l^3)Äi-2iWi-i»,-l )P-* ' -^ 
(*-(;»-3)Äi-2m,-i»i,-l)P-M-» 

-(*-(;»-3)V2»H-*r-ir' ' "* 

(-l)»(«-(;»-3)Äi-3*,-l)P-^i-' 

• • • ••} 

8 
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Dieste Gleichuug ist sehr allgemein, denn die GröCsen ki, kt^ k^^ .... Av, 
»ii, r#i2, »13, •••• mr stehen nnter einander in keinem Znaammeahange nnd 
können beliebig angenommen werden. Das Bitdangsgesetz, welches der 
Formel 2. zum Grunde liegt, lälst sich leicht erkennen. Es bangt mit der 
Erhebung der unter 1. angegebenen Polynomieu in die verschiedenen Po- 
tenzen zusammen. In den Facnltäten der Glieder, welche mit der Fa- 

cultät Y in 2. verbunden sind ^ kommen die Gröfsen i?i| , m, , 11I3 , • • • . m^ , 

^2 9 AT}, .••• kr als Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen zur er- 
sten Classe neben der Grdfse {p — V)ki vor* In den Facnltäten derGlie- 

der, welche mit —ytt verbunden sind, kommen der Reibe nach die Gruppen 
der Versetzungen mit Wiederholungen zur zweiten Olasse aus den näm- 
liehen Elementen neben der Gröfse {p — 2)ki vor. In den Facnltäten der 

Glieder , welche mit ^ypp verbunden sind, kommen der Reibe nach Gruppen 

der Versetzungen mit Wiederholungen zur dritten Classe aus den angege- 
benen Elementen neben der Gröfse {p — 'i)ki vor u. s. w. Alle die so 
entstehenden Gruppen sind von a abzuziehen, und dann ist von diesem um 
die Einheit verminderten Grundfactor die {p — l)te Facnltät zu nehmen. 
Jede so entstandene Facnltät hat aufserdem eine Vorzahl. Dieselbe hängt 
von der Dimension der in ihr vorkommenden Elemente ab nnd giebt die 
Zahl der Versetzungen an , welche diese Elemente unter sich bilden kön- 
nen. Das Zeichen, welches jede Facultät insbesondere hat, hängt von der 
Zahl ab, in welcher die Elemente A:,, Ära, A:«, .... A:^ in dem Grundfactor 
einer Facnltät vorkommen, da diese Elemente nach 1. negativ betrachtet 
werden. In Zeichen stellt sich 8. so dar: 

^\^ ^ *^ l'«|^l'»|^...l*»|^ly«|^ly•|^...ly^!l 

^ __ ^. 

Hierin ist allmälig 0, 1, 2, .... p statt x zu setzen. Fiir jeden einzelneu 
Werth von x sind dann die durch das zweite 2 angezeigten Verbindungen 
zu machen. Die Grö(sen nach dem zweiten S hängen so unter sich zu- 
sammen: 

Für n sind alle möglichen Summen der Versetzungen mit Wiederholungen 



j 






aus deu Elementen 0, 1, 2, .... o; m derjenigen Classe zu bilden, welche 
entstebt, wenn die Gröfeen 

^2» Xs» y^f •••• yr> *t9 ^11 *!•? •••• ^r 

als Einheiten betrachtet werden. Die Gr4f»eii ^21 ys> •**• Yr beziehen istch 
auf A2, &3y A4, •••• APy. und dieGrö&eu ^r,, is;^, its, .••• Zr auf #ti, üh, w^»*-- 
• •• «ir. Nach diesen Benerknugen ist nun die gesnctale Wabrjicfaeiuiichkeit 

' X (S*^(— iy»+5'' ••^'^ l'iii.i*»ii....l*rii.iy»ii.iy.ii....iyrii 
X (* — (p—n) kl— Zi »ii— Z2 f/j2 .... — ar^ w^— Xa*?— ^3 *3- • • • — » *r— 1)^"^ ' "') • 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie gro£i ist die Wahrifthein- 
lichkeit, dafs die den Kugeln anigesebriebenen Zahlen die Summa s oder 
eine niedrigere Summe betragen werden? 

Wendet man das in 3* S» 11. befolgte Ver&hreii an, so ergiebt sich 
aus 2. und 3. dieses Para^rapiien folgende fiesUaunnng, für die gesnehte 
Wahrseheinlichkeit : 

Eben so leicht ergiebt sieh die Wahrscheinlichkeit, dafs unter den ge- 
nannten Bedingungen Kugeln erscheinen werden, deren angeschriebene 
Zahlen eine der Summen, welche zwischen ^ und s liegen, also eine der 
Summen ^-j-^' 9~l~'^9 ***- ^ betragen, wenn wir das im vorigen Paragraph 
zu 6« angewendete Verfahren befolgen. Sie ist 
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k»l-I 



X(f-(i»-«)*l-«l"»l-'«»'"5*-'-«r«»r-r^*I-ys*J'"'*-"'yr*ry"*'^. 

8» 
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S. 13. 

In eioer Urne sind mit den Zahlen 1, 2, 3, .... 2m — 1 beMichuete 
Kugeln enthalten. Von denen, welche die Zahlen 1 und 2m — l haben, 
ist nur je eine vorbanden; von denen, welche die Zahlen 3 und 2m — 2 
haben, sind je zwei vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 und 
2 m — 3 haben, sind je drei vorhanden u. s. w. ; von denen, welche die Zahl 
m haben, sind m vorhanden. Es wird pmal gezogen und bei jeder Ziehung 
eine Kugel herausgenommen, die nach der Ziehung in die Urne zurück- 
geworfen wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Summe 
der den gezogeneu Kugeln aufgeschriebenen Zahlen s betragen wird? 

Die Zahl der günstigen Kugelgruppen kommt mit der Zahl der Gruppen 
überefti, welche entstehen, wenn die Versetzungen mit Wiederholungen zur 
Summe s in der ^ten Classe aus m Blementenreiben gebildet werden,' worin 
die Stellenzahlen der einzelnen Elemente mit den Zahlen äbereinstimmen, 
die den in der Urne enthaltenen Kugeln aufgeschrieben sind. Benutzen wir 
die in %. 11. angegebene Methode, so haben wir die Verzähl von x* in 
der entwickelten Darstellung des nachstehenden Polynoms zu bestimmen: 
pp= (j?+2a?' + 3a?^-f-....(»i — l)a?'"-*-{-iiia?'^4-(m — l)'~+*-f..., 

... 3 x'"^'^ + 2 x*—' -f- ic2«-y . 
Dies Polynom läfst sich auf folgende Weise darstellen : 

x'^ '\- X^-\- X* ■}- ....x'^'"'^-\- X' 
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X 



i—X J 



l-X)P L l — X 1 — X J ~ ^l-XfP^^ ^^ T^ -' » 



(l-X)P 

was ferner in folgenden Ausdrack übergeht: 



X (l— -J-(2d7"' — a?"")-f ^^(Sa?" — a?*")* 



,j|-i 
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r (2 a?" — a?»-)'-f ....). 



Werden nun die nöthigeu Entwicklungen gemacht, so ergiebt sich för die 
gesuchte Vorzahl von x' folgender Ausdrack: 
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i. A= ,p^{(,+,,-l)^'"-i_p[2(*+,»-in-l)^'-i-' 

^^'.[2'(,^;,_2i»— l)">-n-'_2.2(«-f;»— 3»i — I)»P-"-' 
_ ^ [2»(*+p — 3m— l)'P-^'-'-3.2*(*+;»-4«»— l)'»^"-' 

* • •* ) 

Werdeu die Glieder dieser Formel oacb deu unter sich gleicbeii Facoltä- 

ten geordnet, so entsiebt 

3- ^= i5?iTr[(*+/'-l)'''-"-'-2/'(*+/'-«»-t7'""-' 

+ (2*^ + |.2^ 4^ + 14- ^)(Hp-4«.-i)«--' 

J 

Werden die einer und derselben Facultät zugehörigen Ausdröcke zusani- 
niengezählt, so kommt man durch eine einfache Entwicklung zu folgender 
Darstellung für die gesuchte gunstige Gruppen -Anzahl: 

+^^^(*+/'-2i»-l)'f-''-^-^(*+/»-3m-l)'i'-H-+....]. 

Die Zahl aller in der Urne befindlichen Kugeln ist m\ Demnach ist die 
Zahl aller möglichen Kugelgruppen fn^P und die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ist 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs sich auf den in p Ziehungen erschienenen Kugeln die Summe s 
oder eine niedrigere zeigen wird? 

Wenden wir das in S 1 1. 3. gezeigte Verfahren an, so ist die ge- 
suchte Wahrscheinlichkeit 



• 
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+ ^^('+;'-2'«)'''-'—..]. 

Soll ouD unter den nämlicbeu Bedingungen die Wahrscheinlichkeit bestimmt 
werden, dar» die Summe, welche durch die Zahlen der gezogeneu Kogeln 
gebildet wird, zwischen q und s liegen oder unter einer der Summen y-f*» 
^^2, s begriffen sei, so ergiebt sich auf die nämliche Weise : 

oder, anders geordnet, 

-^[(*+;'-«»)""--(y+f'-"»)''"i 

}• 

». 14. 

In einer Urne befinden sich mit den Zahlen 1, 2, 3, •... 2m— \ be- 
zeichnete Kugeln. Von denen, welche die Zahlen 1 und 2m — l haben, 
ist nur je eine Kugel vorbanden; von denen, welche die Zahlen 2 und 
2m — 2 haben, sind je drei vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 
und 2m — 3 haben, sind je 6 vorhanden u. s. w. ; von denen, weiche die Zahl 

m haben, sind — f2 ^^'^^'^^^'^* ^^ ^^^ P^^^ gezogen und bei jeder 

Ziehung eine Kugel aus der Urne genommen und nach der Ziehung in die 
Urne zurückgeworfen. Wie grob ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die den 
gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s geben werden? 

Um die Zahl der günstigen Kugeigruppen zu finden, haben wir die 
Entwicklung des Polynoms 

welches nach der oben angegebenen Methode in Frage kommt, zu machen 
und die Yorzahl des Gliedes af zu suchen. Wir zerlegen das Polynom 
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auf folgende Weise: 

Ix -(-2ar*-f Sar'-f ..« (m-1 ) x'''^-^- iiw?""-f (m-l)a?'"+' -f .„. 33?*"-'+ 2a?*"-'-f ar"^'/ 
ar* -f 2a?» -f ••« (»»-2)x^'-f-(t»-l)a:'"-|-(»i-2)a?'"+*4-....2a?*'^'-j-a?'"-* 
-f x' -(-.... (m-3)a?'"-^-f-("»-2)a?'"-i-(o»-3)a;'"+'-f.... af^ 



;2m-3 



-j-a?" 

Wird jede Horizontalreihe in diesem Ausdruck nach der zu Anfang des 
vorigen Paragrapbs angefahrten Weise behandelt, so erhalten wir Folgendes : 

Werden die Ausdräcke in dieser Formel gehörig geordnet, und wird der 
Vervolbtäodigiuig wegen af""^^ zagezäbU and abgezogen, so ergiebt sich 

und hieraus 

Benutzen wir diesen Ausdruck zur Entwicklung, so findet sich 



+ ^ [a^'-^'4-(2m-|- 1) (ar«-ar»+»)J 



|3|-1 



••■ • ]• 

Werden die angezeigten Verbindungen gemacht, so erhält man für die Zahl 
der gunstigen Fälle folgenden Ausdruck der Verzähl von x"": 
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«. ^=i^ [(,+2/»-l)''-»'-'-/»[(*+2;»-2f«-2)''-»'-' 



+ (2in-|-l) 



,21-1 



+ lTTr[«+2/'-4»«-3)'P-»'-'+2(2m+l) 



— (*-f2/»— m— 2)^P-"-'] 
_(,^-2;,_3b, — 3^-"-^ 



+ (2m+t)' 



31-1 



-f (»-j-2;» — 2m— 1)^»'-» 
— 2 (*-j- 2;> — 2 m — 2)*^" -' 
-f (* -f 2;» — 2 m — Sy^'l -'] 



- Vrr [(«+2/»-6«i-4)''-"-H3(2»i+l) 



I 3.2 

Tl. 2 



-f(*4-2/» — 5 m— 3)^*'-' 
— (*-f2/»— 5m— 4)^''-' 

— 2 (* + 2;» — 4 m — S)'*^» • -' 
-f (* 4- 2/» — 4m — 4)^^» • -'] 



] 



Die zweiten, dritteu Glieder u.». w. dieser Horizootalreihen bilden, wie 
leicht zu sehen, die ersten, zweiten, dritten Unterschiede, u. s. w. der Fa- 
cnltäten. Sie lassen sich nach der Gleichung 

^* ^ "pTT — |Vii 1 JTR ri2|i' i7ii 



...(-)' 



»rl-i 



a77-r|-Ä^^r 



Xq-r I -Ä ^ ^r 



umformen. Durch Benutzung dieser Gleichung geht die Formel 2. in fol- 
gende aber: 



4. ^ 



|3p-l 1 1 






+(2-+l)- <?±iH^^#^'] 



_ ^ij;^ r («+2/'-6m-4y>'-M-» , .^,^_ , ,, («+2y-5m-4)»»-»l-* 
lj|i !_ i3/>-i 1 1 r^<>*"»T*/ isF-*u 



+ f^(2m-fl) 



a f«+2y-4m-4)^P-'t-^ , 3.2.1 
l»p-J I 1 



I «•*•* /r, I «Nj («+2p-3m- 4)»P-*'-' 1 

+r:2'.3(^'"+^) i»>^' ' — J 



oder in Zeichen: 
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3. 



sXSSp 



äo(.-a; -j^^jry^ ~-|yii.i*h y^^^T^J pp-z-i \ i ;• 

lu diesem Aasdruck ist statt x allniälig 0, 1, 2, 3, • .. • /i zu setzen, daun 
für jedeu eiiizeloen Werth von x der Werth y-f^ ^^^^ ^^™ zweiten 2 
beizubehalten; für y-^-z sind die versebiedenen Summen zur zweiten Classe 
zu bilden und ibre Werthe nacb Angabe der Gleichung einzuführen. 

Um nun die fragliche Wahrscheinlichkeit zu erhalten^ ist 4. oder 5. 
durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen zu messen. Die Zahl aller 
in der Urne enthaltenen Kugeln ist 

j m^»^ I (m--t)^i^ m(m— l)(2m+l) 

^1 — i3|i T 1311 — 1/2.3 

Diese Zahl ist in die pte Potenz zu erheben und dann ist 4. oder 5. damit 
zu messen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

EKe Bedingungen sind wie oben. Man soll die Wahrscheinlichkeit 
bestimmen, dafs in p Ziehungen Kugeln erscheinen werden ^ welche die 
Summe s oder eine niedrigere Summe bilden. 

Wenden wir hier das in 3. $• 14. gebrauchte Verfahren an, so er- 
balten wir für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

6P 



7. w 



mf'{m'\'i)P(2m'\'i)P 



y^-x=p. ..^p-\ -^ (^^^, {y+z)y^' ' "^ .g^ I 1 Y [s-\-2p-y(2m-^t)^z{ni+i)YP'^ 1 ■» \ 

Soll nun die 'Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dafs Kugeln erscheinen 
werden, deren Zahlen eine der Summen ^-fl, ^-f^, ^-{-3^ .... s bilden, 
so findet sich auf die nämliche Weise folgende Formel: 

^ mP{i»+l)(2m+l)P 

6P 

«iPCm-j-l)P(2i»+iy 

9 



In 7. und 8. gelten die nämlicben Bedingangeu, welche zu 5. angegeben 

wurden. 

S. 18. 

Wird die Zahl der Elemente unendlich grof», so werden auch der 
Summen, welche durch sie erzeugt werdeii können, unendlich viele* Die 
einzelneu Elemente und Summen liegen dann einander unendlich nahe und 
werden, dem Ganzen gegenüber, unendlich klein. Es verschwinden also dann 
die endlichen Gröfsen in den Gleichungen 2« S, 14«, 5. g. 16. und 6. S. 17. 
und die Facultäten gehen in Potenzen über. Dabei werden auch die Wahr- 
scheinlichkeiten, eine bestimmte Summe nnler unendlich vielen zu erhalten, 
unendlich klein und gehen in Differenziale über, die sich auf das Verhält- 
nifs zwischen der fraglichen Summe und der Elementengrenze beziehe». 

Hiernach wird ans 8. %. 14., wenn — = n ist, 



1. «, = j^^-fT[n''-'--f-(n-ir'+^(n-2r*-....]öii. 
Aas 5. S. 16. wird 

Aus 6. S. 17. wird, da >^(^+W2m+l)P .^^ mj .j^^^^^^^^ 



6P 



3. w 






Schliefst man nun die unendliche Anzahl der erzeugenden Elemente in 
bestimmte Grenzen ein, so werden auch die durch sie erzeugten Summen 
in bestimmte Grenzen eingeschlossen werden, und dann kann man durch 
die Gleichungen 1. 2, 3. die Wahrscheinlichkeiten finden, dafs unter den 
beliebig vielen Sununeu nur solche in Frage kommen, die selbst wieder 
innerhalb willkürlich gewähher Grenzen liegen. Zu dem Ende ist es nur 
nöthig, die vorstehenden Gleichungen innerhalb bestimmter Grenzen zu in- 
tegriren. Werden nun die Integrale zwischen r und n genommen, und 

wird nach geschehener Integration n = — und r= ^ gesetzt, so entsteht 

aus den Gleichungen 1. 3. 3.: 



m 
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*• «'=/V'i'['^'--i-(''-')^'+ w (»-^r - ....]an 

='r^[(^)'-(5-^[(^-')'-a-«)'l 

=^i(^r-(^r-^4a-)"-a-'ri 



+^(a-^r-a-2ri 



> 



3P 

13p I 



} 

+';r,r[a-*r+2.2.3,(^-3r+2w-a-2r] 
I 

Diese Gleich uugeii lassen sich benutzen, um die Sicherlieit augestelker 
Beobachtungen und die Gröf^e und Bedeatuog der dabei vorgekooniieoeu Feh- 
ler zu untersuchen. Die Aufgabe jeder Beobachtung, bei welcher verschiedeiie 
Resultate gewonnen werden können, ist, ein möglichst feblerfreie«i Resultat 
zu erlangen. Nur ein Resollat kann das richtige, jedes andere wird mebr 
oder weniger fehlerhaft sein« Könnte man sagen , welches Resultat unter 
mehreren das richtige sei, oder könnte mau die Gröfse des mit einem be- 
stimmten Remkate verbundenen Fehlers genau angeben, so wäre aus jeder 
Beobachtung das richtige Resultat leicht abzuleiten, und es wäre überflüssig, 
Beobachtungen zu wiederholen, um die dabei vorkommenden Fehler so gut 
als möglich so eoiferaen. 

9* 
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Komoieu bei Beobachtungen positive und negative Fehler vor, so 
werden die einen auf der einen, die andern auf der andern Seite des 
richtigen Resultates liegen und sich bis zu einer bestimniten Grenze er- 
strecken. Nennt man diese Grenzen -\-m und — m, so lafst sich fragen: 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die bei den Beobachtungen vor- 
gekommenen Fehler sich nicht über die Grenzen -j-n und —n entfer- 
nen werden. 

Die Gleichungen 4. 6. und 6. gehen von verschiedenen Voraus- 
setzungen aus. Die Gleichung 4. geht von der Voraussetzung aus, dafs 
alle Fehler, welche zwischen den äufserstön Fehlergrenzen -\-m und — m 
liegen, gleich möglich sind, oder dafs jede Beobachtung gleich leicht jedes 
beliebige Resultat treffen werde. 

Die Gleichung 6. geht von der Ansicht aus, dafs das richtige Resultat 
öfter gewonnen werde, als ein fehlerhaftes ; überhaupt am öftesten unter allen 
Resultaten ; dafs sich die Möglichkeit, ein fehlerhaftes Resultat zu erhalten, 
in dem Maafse verringere, wie der Fehler zunimmt ; und dafs die Möglich- 
keit, bis zu einer der äufsersten Fehlergrenzen zu irren, am kleinsten sei. 

Die Gleichung 6. geht von der nämlichen Voraussetzung wie 5. 
aus, unterscheidet sich jedoch von dieser durch diejenige, dafs die Geschick- 
lichkeit des Beobachters, die Fehler zu vermeiden, oder die richtigeren 
Resultate vor den unrichtigen zu gewinnen, im quadratischen Verhält- 
nisse stehe. 

Für die Gleichung 4. liegen die erzeugenden Elemente zwischen 
und m. Um nun diese Gleichung für den Fall, wenn die äufsersten 
Fehlergrenzen -{-m und — m sind, brauchbar zu machen, hat man zu be- 
merken, dafs dies so viel ist, als wenn die erzeugenden Elemente zwischen 
und 2fn lägen. Die Summen liegen dann zwischen und '2pfn, und der 
Werth des Mittelgliedes \at ptn. Nennt man nun die Fehlergrenze, inner- 
halb welcher sich die Beobachtungen bewegen sollen, -\-n und — n, so 
ist aus 4. die hiezu gehörige Wahrscheinlichkeit: 



7. w 






I- 



Wenden wir die nämlichen Bemerkungen auf die Gleichungen 5« und 6. 
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ao, so geheo sie in folgende über: 

«• " = -pJtt I ('-^-T- c-^r- ¥ [(^ -«r- e-^ -«n 

I'" 

I 

}• 

Der Wertb vou /nn-j-n uud pm — n mufs nach den besoiiderii Bedioguu- 
gen der Aufgabe für die vorstebendeu Gleichuogen vorerst ermittelt werdeo. 
Hiebe! giebt p die Zahl der Beobacbtaugeu ao. Wir wenden nun die vor- 
stehenden Gleichnugeu auf folgende Fälle au. 

Drei Personen beobachten. Die äufserste Fehlergrenze liegt 4 Stufen 
rechts und links vom richtigen Resultat. Bei der ersten Person sind alle 
Fehler gleich möglich. Die Geschicklichkeit der zweiten Pensen, das 
richtige Resultat zu treffen, steht im arithmetischen Verhältnisse ; die der 
dritten im quadratischen« Vier Beobachtungen werden von jeder gemacht. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs der hiebei mögliche Fehler die , 

erste Stufe nicht überschreiten werde? 

Die Wahrscheinlichkeit für den ersten Fall ergiebt sich, wenn in 7. 
^ = 4, fii = 4, pm-{-n=:20, pm—n= 12 gesetzt wird. Sie ist 

10. tr= -j^g5:[20*— 12*— 4(12*— 2*) + 6.2*] = 0,598958.... 

Ffir die im zweiten und dritten Fall ergiebt sich, bei den gleichen Werthen, 

11. tr = ^^[5*— 3« — 8(4« — 2^) + ....] = 0,77478l..- 

12. ii^=iSt[5"-4(3«+2.12.4»)4-....]--^P^^^ 

= 0,885688.... 
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Die Betrachtung der hierher gebörigeu fitpeciellen Falle lafi* sich 
wreiter verfolgen. Sie zeigt, welchen Werth die gröbere Geschicklichkeit 
und Gewandtheit eines Beobachters vor der geringeren vomiui hat, wenn 
beide die gleiche Anzahl von Beobacbtongen inacheu. 

Die VergleicKung der Gleichungen 7* und 8. fährt auf eine iuteres* 
»ante Folgerung. Wird nämlich 2p statt p in 7. gesetzt, wobei n in '2n 
übergeht, so ergiebt sich leicht, dafs hiedorcb die Gleichung 7. mit 8. zu- 
sammenfällt. Demnach führt der Caicul auf folgende Bemerkung. 

10. Die doppelte Zahl der Beobachtungen fuhrt bei einem unge- 
übten Beobachter algebraisch zu dem gleich fehlerfreien Resultate, wie die 
einfache ^aiil bei einem Beobachter, dessen Geschicklichkeit und Uebuug, 
da» richtige Re&$ultat bei gleicher Fehlergrenze zu treffen, in einfachem 
arilhmetiüichem Verhältnisse wächst. Der Caicul behauptet hiernach, daCs 
Fleifs und Ausdauer den Leistungen der Geschicklichkeit und Gewaodl- 
heit gleichkommen können. 

Untersucht man die Gleichungen 8. und 9. weiter, so lassen sich 
aus ihnen noch andere nicht uninteressante Sätze ableiten. Dahin gehört: 

11. Wird die Zahl der Beobachtungen gesteigert, so wird nicht 
nur die Wahrscheinlichkeit, ein richtiges Resultat zu erlangen, gröfser, son- 
dern auch diejenige, dafs sich die Fehlergrenze in engere Schranken zie- 
hen werde. 

12. Je näher ein Fehler dem richtigen Resultate liegt, desto gröfser 
wird die Wahrscheinlichkeit, ihn zu begehen; je entfeniter er vom richti- 
gen Resultate liegt, oder je bedeutender und gröfserer ist, desto kleiner wird 
die Wahrscheinlichkeit, ihn zu begehen. Dies Wachsen uuid Abnehmen 
steht aber nicht im einfachen arithmetischen Verhältnisse bei 8., und nicht 
im quadratischen bei 9. 

13. Bei einer und derselben Anzahl von Beobachtungen ist die 
Gute der Resultate um so gröfser, je enger die Fehlergrenze gezogen 
wird; die Wahrscheinlichkeit jedoch, eine engere Fehlergrenze unter dieser 
Bedingung zu erhalten , verkleinert sich. U. s. w. 

Wir verweisen jedoch, um nicht Gesagtes zu wiederholen, auf die oben 
augefährte Schrift „Die Versetzungen zu bestimmten Summen, S* '^ u* fl*^ 
worin hier einschlagende Untersuchungen aufgenommen sind. 

Die Neigungen der Ebenen der Planetenbahnen haben bekanntlich 
zusammen am Anfange des Jahrs 1801 81", 93 sechszigtheiliger Eintheilung 
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(=:== 91,09^* hunderttheiliger) betragen, wenn man von der Ebene der Erd- 
bahn als Basis ausgeht. Dabei entfernen »ich die Bahnen der Geres, Juno 
und Pallas nm lO'*, 13'*, 34^ Zwei Bahnen, die des Merkars und der 
Vesta, entfernen sich um etwa 7*', die der flbrigen höchstens um 3^. Nimmt 
man nun an, dafs bei Einführung der Planeten in ihre Bahnen eine Ur- 
sache in bestimmter Richtung am stärksten, und auf beiden Seiten in qua- 
dratischem Verhältnisse abnehmend, etwa wie die Schwungkraft, so ge- 
wirkt habe, dafs in einer Entfernung von 10'' ihre Grenze zu setzen sei, 
und fragt: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung die Neigungen von 10 Planetenbahnen in die Grenzen von 5*' 
auf beiden Seiten von der bezeichneten Richtung eingeengt geblieben wä- 
ren, oder dafs die Breite des Thierkreises ijicht 10^^ überschritten hätte, so 
erhalten wir aus 9., wenn ;> = 10, />wi4-» = 150, /f^m — » = 50, m = 10 
gesetzt wird, 

tv = -^{l5^-10[I3^^-60.l4^^J4-Y-^^ 
_ ^ { 5^- 10 f 3^"-60 . 4^^] 

+ ^[l'^+4-30.2^^+4.3O.29.3^«]-^....) 
= 0,999 999 992 3001 

Der Werth dieser Wahrscheinlichkeit ist sehr grofs und liegt der Ge- 
wifsheit sehr nahe, und man kann daher mit ziemlicher Sicherheit annehmen, 
dafs die Breite des Thierkreises 10'^ unter der obigen Voraussetzung nicht 
überschritten hätte. Stellen wir aber dieser Voraussetzung die Neigungen 
der Bahnen des Merkurs, der Vesta, Juno, Ceres und Pallas gegenüber, 
so übersteigen sie diese Grenze bedeutend und streiten gegen diese An- 
nahme. Da sich aber mit ziemlicher Sicherheit nachweisen läfst (s. m. 
angef. Schrift S* 18« p*69 u. ff. und Laplace Theor. anal. d. prob. p.267)j 
dafs bei Einführung der Planeten in ihre Bahnen der Zufall nicht vorge- 
herrscht habe, da sich die Einwirkung des Zufalls mit der Stetigkeit der 
Naturgesetze nicht gut vereinigt, und die Annahme einef* wirkenden Ur- 
sache am angemessensten scheint, so läfst sich mit ziemlicher Sicher- 
heit folgern, dafs bei Einführung der Planeten in ihre Bahnen nur eine 
Ursache gewirkt habe, dafs diese aber durch Zufälligkeiten , etwa durch die 
excentrische Lage des Schwerpunctes, durch Zerspringen der Massen u. s« w. 
gestört und so die Divergenz der Planetenbahnen hervorgebracht worden sei.. 
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In dem vorliegenden specielleu Falle wurde der kOra&ern Berech- 
nung wegen die Zahl der Planeten zu 10 »(att zu 11 angenommen. Ea 
ist einleuchtend, dafe der Werth der Wahrscheinlichkeit noch gröber sein 
wurde y wenn 11 Planeten in den Calcul aufgenommen worden waren. 

Man erkennt leicht den Zusammenhang, in welchem die Probleme in 
$.14 bis 18. stehen. Sie gehören einer gröfsern Reihe von Problemen an, 
die in meiner oben angeführten Schrift zusammengestellt und auf combi- 
natorischem, so wie auf analytischem Wege behandelt wurden, und die 
wir deswegen hier nicht aufnehmen, sondern uns ihretwegen auf diese 
Schrift beziehen. 

Die Gleichung 2. §. 14. ist schon von Moivre (in Miscettan. annlyL 
nach Lacroix Wahrscheinl. Rechnung S* 53.) und von Laplaee (^Theor. 
anal. d. prob. No. 13. p. 25 u. f.) mitgetheilt worden. Unter specieller 
Form findet sich in dem angeführten Werke p. 857 die Gleichung 7. die- 
ses Paragraphs. 

8. 19. 

Von r Urnen enthält jede m Kugeln, die der Reihe nach mit den 
Zahlen 1,2, 3, 4, ....m bezeichnet sind. Aus jeder Urne wird gleich- 
zeitig eine Kugel gezogen und nach der Ziehung In die Urne zurückge- 
worfen. Die Ziehung geschieht pmal Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs k bestimmte Kugeln erschienen sein werden? 

Die Zahl der gunstigen Fälle, welche bei einer Ziehung aus einer 
Urne eintrefTen können, ist k. Bei r Urnen wird sich die Zahl auf k'^ er- 
heben. Werden nun p Ziehungen gemacht, so steigt die Zahl der gun- 
stigen Fälle auf 

A = {krf = krp. 

Auf gleiche Weise findet sich die Zahl aller möglichen Fälle. Sie ist 

Ai = lifP. 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

1. u? = — ~ . 

Diese Gleichung bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dafs k bestimmte 
Kugeln, also nicht mehr als diese Anzahl, erscheinen werden. Es ist also 
möglich, dafs nur eine, oder zwei, oder mehrere, oder alle zugleich, in 
beliebiger Verbindung erscheinen werden. Sie bestimmt also zugleich die 
Wahrscheinlichkeit, dafs keine von den m — k übrigen Kugeln darunter 
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enthallen sein wird. An» diesen Bemerknngen ergiebt sich sofort anch die 
Wahrscheinlichkeit, dafs unter den obigen Verhältnissen in rp Ziehungen keine 
von k bestimmten Kugeln erscheinen werde. Sie ist 

m 



2. 



w 



(^r-('-ir- 



Diese Gleichung führt zu der entgegengesetzten Wahrscheinlichkeit 

'm-Jfyp 



3. 



w» 



'-(■ 



Sie bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dafs nicht keine von k bestimmten Kugein, 
also dafs eine, oder zwei, oder mehrere, oder alle, ein- oder mehreremal, einzeln, 
oder in Verbindung, nicht nur unter sich, sondern auch in Verbindung mit den 
äbrigen, oder dafs von k bestimmten Kugeln wenigstens eine einmal, oder 
mehreremal erscheinen werde. Setzt man A: == I in (3.) , so ist 



4 



w 



l 



Diese Gleichung giebt die Wahrscheinlichkeit an , dafs unter den obigen Bedin- 
gungen eine bestimmte Kugel wenigstens einmal erschienen sei. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs nach p Ziehungen k bestimmte Kugeln zugleich und darunter jede wenig- 
stens einmal erscheinen werden? 

Diese Wahrscheinlichkeit wird sich bestimmen lassen, wenn wir von der 
Anzahl derjenigen Fälle, in welchen eine bestimmte Kugel wenigstens einmal 
erscheinen wird, aus- und von ihr zu jeder von den äbrigen k bestimmten 
Kugeln übergehen. Die Zahl der Fdlle^ in welchen eine Kugel wenigstens einmal 
erscheint, ergiebt sich aus (4.), wenn die Anzahl der Gruppen (m — 1/^ von der 
Gesammtzahl m'^P abgezogen wird. Dies fährt zu folgendem Ausdrucke: 

»!'■'' — (in — 1/''. 
Da nun k bestimmte Kugeln in Betracht kommen , so erhält man 

At = m^P-^kim — iyp. 
Diese Bestimmung^ rechtfertigt sich leicht durch die Gleichung 

A, = P;[l, 2, ...• mYP — lP'l), 3, .... fiq^^ 

— 2JP'[l,3,4,....mp 

— 3P'[l,2,4,....in]'^P 



— 4pP'[I, 2,....*— 1, k'\:l,...:myp. 

10 
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Man bemerkt leicht, dafs hierdurch za viele Gruppen aulgeschieden worden 
sind. Der Überschufs mufs bestimmt und dem vorstehraden Ausdrucke mgesiUt 
werden. Das angegebene Schema zeigt, dafs n — 2 Kugeb unter je zwei Gruppen* 
Anzahlen zugleich, also zuviel ausgeschieden wurden. Unter If [2, 3, .... ny^ 
und 2P'f 1, 3, . ... my ist nfimlich die gleiche Gruppen- Anzahl J" [3, 4, .... mW 

unter lP[2,3, m]"' und 3F[1,2,4, ni\^ die Gruppen - Anzahl 

i" [2, 4, 5, mY'' n. s. w. ausgeschieden worden. Die Vereinigung aller 

dieser zuviel ausgeschiedenen Gruppen fflhrt zu folgendem Ausdrucke: 

1 

Durch das Zuzahlen dieses Ausdrucks ergiebt sich selbst wieder ein Überschufs 
in der günstigen Gruppen -Anzahl. Diesen hat man auf ähnliche Weise zu 
ermitteln. Setzt man diese Schlfisse fort, so erhält man folgenden weiter aus- 
zuscheidenden Ausdruck : 

1.2-3 ^ '' • 

Durch Fortsetzung dieser Bemerkungen entsteht endlich folgender Ausdruck, 
welcher die der Ziehung günstige Gruppen - Anzahlen in sich begreift: 

9. J = »,';'_Ä(iii-ir+-^(m-2r--^(«i-3)^ .... 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

«•^='-*(^r+w(^r-p^(^r+"(-«)'(^r 

Öder« wenn man den Ausdruck durch Unterschiede zu Hfllfe nimmt: 

In diesem Ausdruck sind k und m in so weit von einander unabhängig, als Ar 
nicht gröfser als m werden kann. Dasselbe gilt von k und rp. Fflr k = m 
wird aus (6.) und (7.) 

®- •^ = -^i^ = '-'n-^i-) +-FTr(-^) -—c-irU • 

Setzt man rp = m, so geht (8.) in 

//O« 1.2-3 



9. w 



. • . . 



fiber ; wie bekannt. Es ist klar, dafs alle die vorstehenden Gleichungen auch gelten, 
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wenn nur eine Urne vorhanden ist, worin sich m, mit den Zahlen 1, 2, 3, . . . . m 
bezeichnete, Kugeln befinden. Die Zahl der Ziehungen wird dann rp sein. 
In diesem Fall kann sogar an die Stelle von rp jede beliebige Anzahl von 
Ziehungen gesetzt werden. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs gerade ^ verschieden bezeichnete Kugeln (nicht mehr und nicht weniger) 
erscheinen werden? 

Diese Frage beantwortet sich dadurch, dafs wir die Zahl der ganstigen Falle 
bestimmen, wo gerade y verschieden bezeichnete Kugeln aus einer Urne gezogen 
werden können, in welcher q verschiedene Kugeln enthalten sind. Diese Gruppen- 
Anzahl ergiebt sich aus (5.)) wenn dort m = k=g gesetzt wird. Hiernach ist 

Die hiedurch ausgedrückte Anzahl kann so oft erscheinen, als sich Gruppen 
zur ^ten Classe aus m verschiedenen Kugeln bilden lassen. Danach ist die 
dem Ereignisse gflnstige Gruppen -Anzahl: 

^m^if |1 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Durch Beantwortung der vorliegenden Frage wird auch die folgender 
möglich werden. Wie grofs ist unter den genannten Bedingungen die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens q verschiedene Kugeln in p hinter einander 
folgenden Ziehungen aus r Urnen erscheinen werden? 

Die Bestimmung der Anzahl der dem Ereignisse günstigen FfiUe beruht 
darauf, dafs man die Zahl der Ffille angiebt, in welchen gerade q, oder y-f ^? 
oder y-f 2 u. s. w., oder endlich m verschieden bezeichnete Kugeln erscheinen 

werden. Sie wird gfeftinden, wenn m, in— 1, m— 2, V+I? 9 Statt q 

in (10.) gesetzt wird. Durch Einführung dieser Werthe entsteht folgende 
Zusammenstellung : 

10» 



7« 

Dieser Ausdruck scheint zwar ziemlich weitliuftig. Er läfst aber viele Re- 
duclionen zu, wenn die schiefliegenden Glieder in den Reihen zusammengestellt 
werden. Dies giebt 



j^m-9|l LY YY T 12|1 Y pli Y T J — l»,-if\l V.* '^ Y — ^• 

Es verschwinden also alle in dem obigen Ausdruck schief liegende Glieder, bis 
zu dem zweiten in der letzten Horizontalreihe ; denn sie führen die vollständige 
Entwicklung des Binomiums (1 — 1)''=0 mit sich. Vom zweiten Gliede der 
genannten Horizontalreihe an sind sie nicht mehr vollständig. Dennoch kann 
man sie als vollständig betrachten, wenn man nur, um den dadurch entstehen- 
den Fehler wieder gut zu machen, die fehlenden Glieder mit den entgegen- 
gesetzten Zeichen zuzählt. Dieses giebt folgenden Ausdruck: 



2_^[(, _,)-.«_ i](,_i)^ = -^=:=i^(9-ir, 
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Die in Klammern eingeschlossenen FacnlMten lassen sich nfimlich nach der 
der Gleichung 

summiren. Die dem Ereignisse gänstige Anzahl ist demnach 

j[2ll jm-<7+3U ^Y ^y 1 J3jl im-9+4|l VY *> •••' 

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in übergehen, oder negativ werden 
sollte. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 

I m^'<i'^'h'^ /?— IN"^ i m^q+i m^'^-^-^M fq^2YP 
Id. w=l- ^_^^,„ ^-^; ^ j ^__p-^-— ^ 

(m— 7+1)^1* m'"-9+3|-i /fl-«3v rp 

12|1 lm-9+3|i \ m / • 

oder 

14. •^=i-yTJ^L5i=^(V) ~s?;F2Vm ) + iVW3 Vm) - -J- 

Aus (13.) oder (14.) läfst sich unmittelbar die Wahrscheinlichkeit ab- 
leiten, dafs höchstens ^ verschiedm bezeichnete Kugeln in rp Ziehungen er« 
scheinen werden. Es ist q-\'\ statt q zu setzen und das Resultat von der 
Einheit abzuziehen. Die fragliche Wahrscheinlichkeit ist 

Die hier gefundenen Gleichungen lösen zugleich Probleme aus der Com- 
binationslehre auf. Werden nfimlich die Versetzungen mit Wiederholungen aus 
tn Elementen zur (r/i)tetn Classe gebildet, so giebt die Gleichung (5,) die Anziahl 
der Gnippen an, in welchen k bestimmte Elemente zugleich und unter diesen jedes 
wenigstens einmal vorkommt; die Gleichung (10«) giebt die Anzahl der Gruppen, 
in welchen gerade q verschiedene Elemente, nicht mehr und nicht weniger, vor- 
kommen ; die Gleichung (12.) gtebt die Anzahl der Gruppen, in welchen wenigstens 
q versdiiedene Elemente vorkommen, und der Zihler in der Gleichung (15.) oder 

IV. ^ lm-q\i V ^[ lm-9+l|l VY */ T l2|l lm-q-^2\l \V ^J 

giebt die Zahl der Gruppen an, in welchen höchstens q verschiedene Elemente 
erscheinen. 
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§. 20. 

In einer Urne sind m verschieden bezeichnete Kugeln. Man nimmt 
r Kugeln einzeln, oder auch auf einmal heraus, und legt sie nach der Ziehung 
in die Urne zurück. Dies Verfahren wird pmal wiederholt. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs die gezogenen Kugeln nur k bestimmt bezeichneten 
zugehören werden? 

Die Zahl der Fälle, in welchen r Kugeln aus k Kugeln mit bestimmter 

Bezeichnung erscheinen werden, ist j;^. Wird dies Verfahren /»mal wiederholt, 
so steigt die Anzahl auf 

_ {^Y — / t(ft — l)(t — 2)'- (t— r+l) \ 

Die Zahl aller möglichen Fälle bei pmaUger Wiederholung ist 

j (k^Y f m(m—i)(m—2) (m — r- 1) \ p 

^A — VTP"/ ~ \ 123 ...r ) • 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist» 

1. w — ^^^ j — Vm(m--l) ..(»»- r+1)/ ' 

Diese Gleichung zeigt an, dafs wenigstens r Kugeln von k bestimmten erschetnen 
werden. Dabei können gerade r, r-|- 1, r-f !^, — oder alle fraglichen Kügebi 
erscheinen. Das Erscheinen von einer der Obrigen m — k Kugeln ist hiebei 
ausgeschlossen. Daraus findet sich auch die Wahrscheinlichkeit, dafs keine von 
k bestimmten Kugeln in p Ziehungen erscheinen werde. Sie ist 

2 _ / (m— A')(m—t—t) >■■>(!»— t~r+t) \P 

• • ^ — \ m(m-l)(j»— 2)--..{m— r+1) / ' 

Zieht man diese Wahrscheinlichkeit von der Einheit atb, so erhält inan die 
Wahrscheinlichkeit, dafs von k bestimmten Kugeln wenigstens r verschiedene 
ein- oder mehreremal erscheinen werden. Sie ist 

Das Mit -Erscheinen derfibrigen (m—A) Kugeln ist in dieser Gleichung 
nicht wie bei (1.) ausgeschlossen. Hiebei versteht es sich von selbst , dafe 
k<ifn sein mufs. Wird A;=l in (3.) gesetzt, so erhält man 

> m(m — 1) — (m— r+1) / x m / ' 
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Diese Gleichung bestimmt die Wdirsoheiiilichkeit, dafs unter den genannten 
Bedingungen eine bestimmte Kugel wenigstens einmal erscheinen werde ; wobei 
natürlich andere Kugeln mit ersoheitaen mflssen. 
Der Zahler in (3.) 



5. 



^ = [^r- [• 



im 



J 



giebt die Anzahl der Gruj^en, in welchen r Elemente aus k bestimmten we- 
nigstens einmal erscheanen, wenn die Verbindungen aus m Elementen zur rten 
Classe gebildet und die Gruppen di^er Classe /imal aneinander gereiht werden. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs k bestimmte Kugeln, jede wenigstens einmal erscheinen werden? 

Diese Frage, lifst sich auf ganz ähnliche Weise wie bei (6.) im vori- 
gen Paragraph beantworten. Von der Zahl der Fälle, in welchen eine be- 
stimmte Kugel wenigstens einnal «)rschienen ist, läfst 3icb leicht auf die über- 
gehen, wo k bestimmte Kugeln erscheinen. Es ist zu dem Ende in der 
Gleichung (5.) Ar = 1 zu setzen und dann der zweite Ausdruck mit k zu ver- 
vielfachen. Hiemach ist 

-»1 — LTirJ ~^L pii J ' 

Durch den zweiten Ausdruck in dieser Darstellung sind zu viele Grup- 
pen ausgeschieden worden. Die Anzahl läfst sich mit unbedeutenden Ho- 
dificationen aus dem im vorigen Paragraph zu No. 5. angegebenen Schema 
ermitteln, wenn Verbindungen ohne Wiederholungen statt Versetzungen mit 
Wiederholungen gesetzt werden« unter Je zwei Kugeln werden die gleichen 
Kugeln zugleich und dadjurch so viele Kugelgruppen zu oft ausgeschieden, als 
sich m — 2 Kugeln zur rten Classe^ T^mal wiederholt , gruppiren und k Ele- 
mente sich paarweise ordnen und mit ihnen verbinden lassen. Diese Anzahl 
ist in folgendem Ausdrucke enthalten: 

Ä'l-i /(m^ 2)(m— 3) - " (m^r—l)y 

Fährt man mit dieser Ausscbeidungsweise fort, so ergiebt sich folgende dem 
Ereignisse gflnatige GruppenzaU: 

t>- ^ = \rw\ —TL — PP — J Tl^irL — TP — ^J '^TirL — pn — ^J + -^ 
oder, wenn man die Darstellung durch Differenzen benutzt: 

7. ^_4i==«:li7 



80 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

oder auch in entwickelter D9rstellung: 

Ist k=m, so erhfilt man aas (8.) and (9.) 
lU. u> — ^^r|-i]p — i^JPFl]? 

Diese Gleichung bestimmt die Wahrscheinlichkeit) dafs alle Kugeln erscheinen 
werden. Die Reihen (8.) 9 (9.) 9 (10.) brechen ab, wenn ein GHed negativ 
werden oder in Obergehen sollte. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs gerade q verschiedene Kugeln, nicht mehr nicht weniger, erschei- 
nen werden? 

Enthielte die Urne nur q verschiedene Kugeln, so ergfibe sich die Zahl 
der dem Ereignisse günstigen Fälle aus (6.), wenn m = ^, kr=g gesetzt 
wird. Demnach ist 



^* — LWj ~ 1 L — pü — J » i^L pü J 



Die Anzahl ist so oft möglich, als aus einer Anzahl von m Kugeln Gruppen 
gebildet werden können, welche q Kugeln in sich begreifen. Hiernach geht 
der vorstehende Ausdruck in folgenden Aber: 

"• ^ — I9ii 1-911 [ lyiTJ — Y L ir\i J + W L~T-iir-J J- 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

"" I9|i 

Die Bedingungen sind noch immer dieselben. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit , dafs wenigstens q Kugeln erscheinen werden? 



n. „ = =s:[[(±)-7-,[(2=i)'7+iJ^[(ä^n-....] 
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Die Beantwortung dieser Frage beruht darauf, dafs die Anzahl der 
Falle bestimmt wird, in welchen gerade (j , q-\-\^ y-f^ **•- ^^^^ '^^ Kugeln 
erscheinen Werden. Setzen wir zn dem Ende allmälig die genannten Werthe 
statt y in (110) ^ erhalten wir folgende Zusammenstellung: 

T '« i L — PF — ^J — r~L — Tii— J + — pi— l i.M J } 

, m»l-* ( r(m— 2)'lTty »—2 rC«*— 3)''-^ y , (»—2)'»' f d» — 4)'H -p i 

T lifT \ L l"^!» J iL l'U J T I2|i L 1-^1» J ■ "{ 

M,«-«!-! ( |-«y^My jr. r («y— iK'-' r i ^ r (7— 2)^'-'T ' _ ) . 
l-<-9ii ( L vv- J 1 L pP ^J "r i»i» L i-^i» J 1 ' 

denn es kommen nach der Bedeutung der Frage m-r-^-^-i FftUe in Betracht. 
Werden nun die Glieder dieser Reihen in schiefer Richtung zusammengezählt, 
so ergiebt sich eine ganz Ähnliche Redaclion, wie bei der Entwicklung der 
Gleichung (12.) §. 16., und wir erhalten fOr die dem Erfolge gflnstige 
Gruppen -Anzahl: 

Id. A. -:- [-pirj im-9+iii L rii J 1 i 1—9+211 L i'i* J 

. ~ V — i — ) 1-9+311 L~rp — ^J ^ — 

Die Wahrscheinlicbkeit, dafs das fragliche Ereignifs eintreffen werde, ist 
14. «; = l--pjz5:i^[^-^; J + 1^^ ' i.-,^.ti Um) J 

+ i*l.(«_,4.3, LV'Vv J }• 

Zieht man die Gleichnng (14.) von der jginheit ab, und erhöht dann^ am die 
Einheit, so ergiebt sich daraas die Wahrsdieinlichkeit, dafs anter den oben 
genannten Bedingangen höchstens q Kugeln erscheinen werden. Sie ist 

m"-flM r/ q \'l-» V m — q «"i-9+il-» r/ a — l y\-'^ 

15. «' = T:r^Lll) J — r^-F=5TiirL(V-) J 

11 



1 
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Alle diese Reiben brechen ab, wenn ein Glied in übergehen oder negativ 
werden sollte. 

Die Gleichung (9.) Ififst sieb, wenn i/i und m — r nicht unbedeutende 
Zahlen vorslellen , nfiherungsweise auf einen kflrseren Ausdruck bringen. Man 
kann dann nämlich ohne grofse Abweichung vom richtigen Werlhe statt der 
Facultdten Potenzen einführen. Der im Zfihler und Nenner der einzelnen Aus- 
drücke begangene Fehler wird sich durch diese Reduction wieder etwas aus- 
gleichen^ besonders auch aus dem Grunde, weil die Perioden der Reihe stark 
convergiren. Die Gleichung (9.) geht in folgende Ober: 



w 



i ifn^-rY. Ä^l* /fn—ryp ä^i-* /m- ryp , 



Diese Reihe fällt mit dem entwickelten Ausdruck des Binomiums [l— (~ — ) J 
zusammen. Demnach ist nahe genau 

i6, «, = [,-{=^)7, 

Die Gleichung zeigt, wie die in ihr vorkommenden Grftfsen von einander 
abhangen, und wie sie also auseinander abgleitet werden können. Setzt man 

U? = Y, so ist 

T = [• - (=^)']' 

Hieraus kann die Zahl der Ziehungen gefunden werden, die gesobehen 
müssen, um einen beliebigen Grad von Wahrscheinlichkeit zu erlangen, dafs k 
bestimmte Kugeln erscheinen werdend Es ist 

lt. n = log^<-log(/^-^^^) 
' logm — log(m— r) 

Soll die Zahl von Kugeln angegeben werden , die nöthig ist um irgend 
einen Grad von Wahrscheinlichkeit zu haben, dafs sie in p Ziehungen erscheinen 
werden, wenn in jeder Ziehung r Kugeln aus der Urne genommen und nach 
'der Ziehung in dieselbe zurückgelegt werden, so ist 

^^ ifc — - log^— logs • 

phgm — log[mP — {m—r)P]' 

SoB endlich die Zahl der Kugeln bestimmt werden^ die zusamm^ in jeder 
einzelnen Ziehung herausgenommen werden müssen, um bei einer bestimmten 
Anzahl von Kugeln und einem besfim orten Grade von Wahrscheinlichkeit das 

ii 



68 

Ersobeined ron k bestiminteH Kngefai erwarten zu ktoaten, so ist 

, 19. log(m-r) .= logm-}^^'^h^^ 
oder auch, da m bekannt ist, 

Diese Gleichungen gelten noch immer, wenn rn statt k gesetzt wird, oder wenn 
alle Kugeln in Betracht kommen. Es ist demnach aus C^*^*) 



m m 



21. p = log}t-, ^(^*-/'>) 

' ®' legi»— log (m — r) 

Im Lottospiele kommen bekanntlich 90 Zahlen vor, von denen fünf in jeder 
Ziehung herausgenommen und nach der Ziehung in die Urne zurückgelegt werden? 

Setzt man nun in (21.) i/i = 9(), r = 5, und dann \ und f stall — , so ergiebt 

sich die Zahl der Ziehungen, welche gemacht werden mfissen, um die Wahr- 
scheinlichkeit j^ und i zu erlangen, däfs alle Kugeln erscheinen werden. 
Man kann demnach 1 gegen t wetten, oder man kann mit der Wahrschein- 
lichkeit ^ erwarten, dafs alle Nummerh in 85,77 Ziehungen erscheinen werden; 
man kann ferner 3 gegen 1, oder mit der Wahrscheinlichkeit -|- wetten, dafs 
sie in 101 Ziehungen erscheinen werden; endlich kann man 999 gegen 1 oder 
mit einer Wahrscheinlichkeit 0,999 wetten, dafs sie in 200 Ziehungen er- 
scheinen werden u. s, w. 

Besetzt Jemand drei bestimmte Zahlen so oft im Lottospiel, bis er mit 
der Wahrscheinlichkeit ^ erwarten kann, dafs sie erschienen sein werden, so 
ist /? = 27,61 nach (17.), und es mfifste Jemand ungefähr 28mal die nämlichen 
drei Zahlen besetzen, um 1 gegen 1 auf das Gelingen wetten zu können. 
Hätte Jemand fünf bestimmte Nummern besetzt, so müfste er ungefähr 41 mal 
(40,66) seinen Satz wiederholen, um 1 gegen 1 auf das Gelingen weiten zu 
können. Benutzt man die Gleicfinng (20.) und setzt Aar:: 90, /i = 50, ^=3, 
^=4, so ist die Zahl der Kugeln (r), die in jeder Ziehung herausgenommen 
werden mfissen, 11,45, um 3 gegen 1 wetten zu können, dafs in 50 Ziehun- 
gen alle 90 Nummern erscheinen werden. Wftnscht Jemand 2u wissen, wie 
viele bestimmte Kugeln (A:) er wählen mufs, um die Wahrscheinlichkeit ^ zu 
haben, dafe ^ämmtliche bestimmte Kugeln ia 50 Zi^ungen erseheiiien WMifen, 
so giebt die BMkBUiig 11,27 für 4ie nötbige Anzahl; aa^h (18.)* 

11» 
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Die hier gefimdeften GieiciuiBgen lösen sngleieh Probleme ms der Combi- 
nationslehre auf. Werden die Verbindungen ohne Wiederholungen zur rteo Classe 
gebildet und dann pmnl an einander gereiht, so giebt (6.) die Anzahl der Gruppen, 
in welchen k bestimmte Elemente wenigstens einmal vorkominen; No. 11. giebt 
die Zahl der Gruppen, in welchen gerade q verschiedene Elemente vorkommen 
(nicht mehr und nicht weniger); No. 13. giebt die Zahl der Gruppen, in welchen 
wenigstens q verschiedene Elemente vorkommen. Der Zfihler der Gleichung (15.) 
giebt die Zahl der Gruppen an, in welchen höchstens q verschiedene Elemente 
erscheinen. Er hat folgende Gestalt : 

I 12)1 lm-7+2|l L iHl J 

Hiermit ist §. 37. meiner Corabinationslehre zu vergleichen. 

Die in diesem und dem vorhergehenden Paragraph behandelten Probleme 
gehören, wie man leicht erkennt, zusammen; weswegen sie auch hier zusammen- 
gestellt sind. Euler hat einige von den in diesem Paragraphen mitgetheilten Glei- 
chungen in „Opusc. analyt. T. IL pag. 337 '' entwickelt, und nach ihm Laplace 
in seiner ^Theor. anal. d. prob. pag. 191.'' Etiler bat seine Entwicklungen auf 
Combinationen gegröndet, Laplace auf endliche Differenzen. Ersterer hat die 
Gleichungen (10.) und (14.), letzterer die Gleichungen (8.) und (10.) unter einer 
andern, aber weniger zweckmäfsigen Form mitgetheilt und dann seine Aufmerk- 
samkeit zwei Anwendungen zugewendet, von welchen die eine auch hier behandelt 
ist. Die äbrigen, in beiden Paragraphen entwickelten Gleichungen finden sicb,aufser 
einem besonderen Falle der Gleichung (17.), in .den dort angeführten Werken 
nicht. Die Frage: wie viele Ziehungen im Lottospiele gemacht werden müs- 
sen, um bei einer Wahrscheinlichkeit ^ erwarten zu können, dafis alle Kugeln 
erscheinen werden, behandelt Laplace auf zwei Arten und findet die Zahl 
der erforderlichen Ziehungen das einemal 85,5^ , als das von ihm bezeichnete 
sichere Resultat, das anderemal 85,204. Hie^Jsl 85,77 gefunden. Bei An- 
wendung der Gleichung (10.) auf den Fall, wenn m eine sehr grofse Zahl 
bedeutet^ legt Laplace pag. 198 die Reihe 

1 — y j J glekb, iui4 naehl da- 
bei in so weil eine unrichtige Annahme, dafs er von der Gleidnuig (10.), also 
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TOB der annilberiideB Reibe 

l — ( J J zusammenfällt (weiches ein specieller 

Fall von No* 16. ist) hätte aasgehen sollen. Hierin liegt wohl auch der Cfrnnd 
der Differenz des hier gefundenen Resultats mit dem von Laplace gefunde- 
nen (85,'>04). 

Mehrere von den Entwicklungen dieses Paragraphen sind schon frfiher 
von mir in diesem Journale mitgetheilt worden. In den Gleichungen (256.) 
und (257.), welche hierher gehören, sind Unrichtigkeiten stehen gehlieben, 
die nach der Gleichung (14.) dieses Paragraphen zu berichtigen sind. 

§. 21. 

In einer Urne sind r^ verschiedene Kugeln, die ein und dasselbe Zeichen 
haben, r^ die ein gleiches, aber ein von dem vorigen verschiedenes, r^ die 
ein gleiches, aber ein von den vorigen verschiedenes Zeichen tragen u. s. w., 
endlich, r^ Kugeln, die ein gleiches, aber ein von den frfiheren verschiedenes 
Zeichen haben. Man nimmt zwei Kugeln einzeln heraus, und bemerkt ihre 
Zeichen. Darauf wierden/i Kugeln einzeln herausgenommen und ihre Zeichen 
amgemerkt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Kugel, welche 
das Zeichen der erstem trägt, früher erscheinen werde, als eine Kugel, welche 
das Zeichen der zweiten trägt? 

Hier wird vorausgesetzt, dafs die zwei zuerst gezogenen Kugeln ver- 
schiedene Zeichen haben. Die zwei Kugel -Arten, denen die gezogenen 
Kugeln angehören^ sollen Vg und rj^ heifsen. Die Zahl aller in der Urne ent- 
haltenen Kugeln sei 

s =' n-f-r^-f Ta-fr^-f ....-f-r^. 

Sind zwei Kugeln gezogen, so werden noch *• — 2 Kugeln in der Urne 
zurück und von der einen Art r^ — 1 , von der andern r^ — l darunter be- 
griffen sein. Die dem Erfolge günstigen Fälle beruhen nun darauf, dafs eine 
von Tg — 1 Kugeln in der ersten, zweiten, dritten, u. s. w., p\en Ziehung 
erscheinen werde, ohne dafs vorher eine Kugel von den beiden fraglichen 
Kugel -Arten erschienen ist. 

Diese Bemerkungen fähren zu folgenden Bestimmungen: 
a. Eine von Vg — 1 Kugeln erscheint in der ersten Ziehung. Die Zahl 
der günstigen Fälle ist r^— 1. I|ir können die übrigen s—W in der Urne 
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zuräckgelassenen Kugein in allen möglichen ZusanmettBlelhitgen durch p — I 
Ziehungen folgen. Die Zahl der gSostigen Kugelgruppen ist 

^o = (r^-l)Gv-3r =(r,,-l)>-3)»' ' (-v-r^-r/ « ^ . 
*. Eine von r^— i Kugeln erscheint in der zweiten Ziehung. Die 
Zahl der gunstigen Fälle ist rg~\. Keine von r^ — 1 und r^ — 1 Kugeln 
darr in der ersten Ziehung vorausgegangen sein; folgen können alle von s — 4 
in der Urne zurückgelassenen Kugeln in den p — '2 spatern Ziehungen. Die 
Zahl der gunstigen Kugelgruppen ist 

A, = (^_r„-r,)(r^.-I)(#-4r""' 

c. Eine von r„ — 1 Kugeln erscheint in der dritten Ziehung. Kugeln, 
welche das Zeichen der einen oder andern Art tragen, dürfen nicht vorher- 
gegangen sein. In den spätem p — 3 Ziehungen können Kugeln aller Art 
s — T) erscheinen. Die Zahl der günstigsten Fälle ist 

Wird auf diese Weise mit Ermittlung der günstigen Fälle fortgefahren, 
so ergiebt sich 

3j-l ;»-.6|— l 

n. s. \v. , und endlich 

Die Zahl aller dem Erfolge günstigen Fflile ist demnach: 

1. ^ = (r„-l)[(*-3r"-'+(*-4r"-'(*-'-^-0) 

oder, anders ausgedräckt: 

Die Reihe in No. 2., welche in Klammern eingeschlossen ist, läfst sich leicht 
summiren und man findet: 



4. w 
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Die gesuchte Wabrscheinlichkeit ergiebt sich , wenn durch die Zahl aller mdg- 
licfaen Gruppen (*— !>)'''~^ dividirt wird. Sie ist. 

r , »■ +'•1— 2|— IT 

Die Gleichung (8.) gilt, so lange Z' + '^^^a + ^it ist; wie leicht zu sehen. 
Werden alle Kugeln gezogen, so geht (5.) Aber in 

o. iV = 



Ä 



Was hier von den Kugeln mit dem einen Zeichen gesagt wurde, gilt 
ebenso von denen mit dem andern. Die WabrBcheinlichkeit, dafe eine Kugel mit 
dem zweiten Zeichen vor einer mit dem ersten Zeichen in p Ziehungen erschei- 
Hfi^tt werde, \ergiebt sich, wenn r^ an die Stelle von r^ tritt. Aus (5.> ist 

Aus (6.) ist 



8. tO :^= 



Diese Gleichungen lassen sich auch auf andere Art darstellen, wenn 
die gezogenen zw^i Kugeln , oder mehr als diese, aus dem Calcul weggelassen, 
oder wenn zwei bestimmte Kugel- Arten^ vor dem Beginne der Ziehungen be- 
zeichnet werden. Nennt man die Zahl der in xler Urne befindlichen Kugeln m, 
die der beiden in Frage stehenden Arten a: und y, so ergeben sich folgende 
Ausdrucke ffir die angegebenen Wahrscheinlichkeiten: 



10. w 



je. 



Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs aus einer Urne, welche s Kugeln von den' oben bezeichneten Eigenschaf- 
ten enUiAtt, eine von r^ bestimmten Kageln ab erste, . ekle Toa r„ bestimmten 
Kabeln ab «zweite^ und dann f eise Kngel der ersten Art von einer der zweitmi 
in p nachfolgenden Ziehungen erscheinen werde? 

Die gesttditeiWalirackeiidicbkeit eifiebt aich^ wemi das i» (4.)' 'erder (5.) 
gefiuiMlftne RnaoUal mit« defrWalumiHiinlkhkeilyfl^mi' -Kugeln von den festiuH- 
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ten Arten und in bestimmter Ordnung als erste und zweite erscheinen tu sehen, 
verbunden wird. Sie ist 



il. w 






Werden im Ganzen nur p Ziehungen gemacht, so ist in diesen Gleichungen 

p — !2 statt p zu setzen. 

Die Bedingungen sind wie oben. Drei Kugeln von verschiedenen Zeichen 
sind erschienen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Kugel, welche 
das Zeichen der ersten trägt, in p Ziehungen eher als eine, welche das Zeichen 
der beiden abrigen trägt, erscheinen werde? 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich nach Analogie der in 

a, bf c gemachten Schlösse sehr leicht. Nennt man die Zahl der in Frage 

stehenden Kugel -Arten r^, r^,, r^ und bemerkt, dafs drei Kugeln zum Voraus 
gezogen sind, so ist die Wahrscheinlichkeit 

^^ •^' = T=tU+ 7=4 ^\ 7=4 ) ^ 



oder 



+ ( '->-■.'-) '-'-]. 



14. w= U-J Xi-linP^Y ' ' \ 

Diese Schlüsse lassen sich leicht verallgemeiriern , wenn mehr als drei, etwa 
q Kugel- Artien in Betracht kommen. Es ist 



oder 



16. -.^ = £inir,-(i=£:z3_y-"-n. 

n — #/ L \ 8 — (f / J 



Hier ist 



nnd q enthält so viele Einheiten, als verschiedene Kugel «-Arten vorkonmen, 
oder die Gröfsto r^, r^, r^, •••• r^ angdies, wenn jede von ihnen ak Ein« 
heil betrachtet wird. 

Sind noch keine Kugeln gezogen, und werden ^ verschiedene Kngel- Arien 
angenonaen, deren Ersdieinen in beaümmter Ordnung vorkommen aoU nnd 
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fhtgft maD nach der WahröcKeinlicfakeit, dafa in p^q Ziehungen eine Kugel 
von der Art, wetehe rj Kogehi enthült^ vor einer Kugel der Übrigen Artett 
ersdtolnen Werde, so ist aus {16.) ^ 

17. tg = r,T.^.^.n(r,--i) r_ /,-y-yx .^-.1 

Hier gelten die nemlioben Bedingusgsgleichungen wie in (16.). 

- IMe hier gefutadetten Gleicfaongen werden eiafacher, wenn alle Arten 
gleidi yvA Kugeln aedhlen, also Tj ^=s: n s» r, ss: — sar^ »=3 r ist In die«- 
Sern FaÜ >gefct aiii'^iii, n in qr über und in (15.) und (16:) wird 

la w =: J^nLn r ^^~g^^J,f^-?n''^S ...:.( r^-^r Y'^i^i 



qr — q*- \ rm — q / J 

Aus (17.) wird 

Kommen nur zwei Kugel -'Arten in Betracht, so ist aus (19.) und (20.), 
unter den dazu gehörigen Bedingungen, 

21. w^\ 2(rm-ii)»-*'-i ' 

am(rm — 1) L\ rm — 2 7 J 

• • ■ ■ . ' ' 

Fragt man aber, wie grofs die Wahrscheinlichkeit sei, dafs Oberhaupt 
q Kugeln von versclpedenen Zeicien zuerst , und dann in den p folgenden 
Ziehungen eine Kugel mit einem bestimmten Zeichen vor denen der übrigen 
erscheinen werde, so ist diese Wahrscheinlichkeit nach der Gleichung (17.), 
unter den vorhin . angegebenen Bedingungen, 

Kommen nur zwei Kugel -Arten in Betracht, so ist 7 = 2 und es wird aus (23.) 

91 L' ' fm-l)r r ' V rin-p^g f ^M-i 
2^- •^= 2(mr-l)Ll""V rm-2 ) V 

Werden alle Kugelh gebogen, s^ isti j 
OK (•'• — *)^ 

In elAe^ • VrM sind h ' £tigelii , ' di0 Ün v Und f dM^dbe 2rfcheii tragen ; 
r, die ein gleiches, aber von den vorifen ve^selficidenes^ u; a. w.l, ir^* die ein 

12 
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und dasselbe, aber voa den vorigen verdoUedenes 2eiidi«n tragHQr Vm ninuBt 
p Kugeln einzeln heraus und legt jede naeh der Ziehung in die Urne MrficL 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine von. r^ 'bßstmmteB KJutgeki 
früher als eine von rj, bestimmten Kugeln erscheinen werde? 

Die Bestimmung der fraglichen Wahrscheinlichkeit beruht ganz auf den 
gleichen Bedingungen, wie die unter, n, b, Cp .... ang^^ebenen^ jedoob mit 
dem Unterschiede, daft Mer, w^en des ZnrAdiwerfeM der fesogeneii.Kngeln, 
die Zahl der in der Urne befindUnhen Kugeln niolil goMdart wird*. Des weg» 
kommen die Grttppen der Versetzungen mit WiedeiholongeA in Betracht, statt 
dffe bisher die Gruppen der Versebumgen ojme Wiederhofaingen in Betracht 
kamen. Es treten daher in deil jCalonl t'otetizen statt FactlNHen ein. Behalten 
wir also die angenommene Bezeichnung bei, so ist. die deii Erfolge günstige 
Gruppen -Anzahl: ' ^ ' 

26. ^ = r.[»^'+(«-r^„-rO-A'-H(-»-»-|r-n)*-«^-H-- + (*-'^s-''*r'] 
_ *P-(*-r^-ri)P 
~ « re-\-rk ■ ' 

wenn die bekannte Gleichung 

a—b ~ 



ijT -f a""-* b -f «'"-^*'-f . f^-A'" 



zu Hülfe genommeil wird Wird durch ^ dividirt, so ergicibt sifA.für die ge- 
suchte Wahrscheinlichkeit:. 

, - Die Bedingungen sind, wie oben. Nocly ist keine Kugel gezogen. Wie 

'\ • ^ • f '•' '- i.i ' . ..'':■ I 

grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die erste Kugel ein bestimmteis Zeichen 
r^, die zweite ein anderes r^ Iragicn und dafs dann eine Kugel des ersten 
Zeichens früher, ms eine . des ' zweiten in p naqhf olgenden Ziehung^ erschei* 
nen werde?... . ^ • ; , ;. -,; 

Die gesnchte Wahr8<^inlichkei^.ergie|>t sich nach dem Bisherigen leicht. 
Sie ist ^ •■ . . 7- ■ : . ' ' "■ 



28. u> = -j;^ [t- ( '-r#-T>-* yi 



»■ 



IHe bisherigen Schlüsse lassen sich leicht . verallgemeinern. Kommen 
7 'bestimmte Khgel^ArtenhnBtePi ifett.iebten a«%e(rtelltCB| BedtPgHUgea.in Be- 
trlBcht^ so ist. «ua (27. «]NlMa&>*allgeiiieia ;. ..) ; . i. . . ^ 
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Ist die Anzahl der verschiedenen Kugel- Arten gleich, so ergeben sich fol- 
gende einfachere Ausdrücke aus (29) und (30.): 

7 L \ rnr / J 

qm L \ I» / j 

Hierin bezeichnet y so viele Einheiten, als Kugel- Arten in Betracht kommen, oder 
als die Gröfsen r^, r^, •••• r^ enthalten, wenn jede als Einheit betrachtet wird. 

Die Gleichungen (27. bis 32,) geben noch zu weitern, nicht unwich- 
tigen Folgerungen Anlafs. Ist p eine grofse Zahl, oder werden die Ziehun- 
gen lange fortgesetzt, so wird der Werth des in den Klammern eingeschlosse- 
nen Bruches so klein , . dafs er vernachlässigt werden kann. Vergleicht man 
dann die Wahrscheinlichkeiten/, welche depi Erscheinen der Kugeln einzelner 
Arten zugehören, mit einander, so ergiebt sich folgende Zusammenstellung 
aus (29.): 

^ rd-fre^ |-ri ' 

n. s. w. Hieraus efttnehmeii wir Folgendes. 8ind in einer Urne m versehie- 
dene Kugel -Arten von der oben angefahrten Beschaffenheit enthaRen, werden 
viele Ziehungen gemacht, wird jede gezogene Kugel nach der Ziehung in die 
Urne zurOckgelegt, und kommen dabei f Kugeln in Betracht, so sind die 
Wahrscheinlichkeiten fftr das Erscheinen bestimmter Kugel-- Arten bei unbe- 
grenzter Fortsetnung der Ziehungen beinahe derjeftigen gleich, welche das 
Erscheinen dieser Kugeln in der ersten Ziehung hat, wenn nur q bestimmte 
Kugel -Arten in Betracht kommen; oder sie nfthern sich diesen einfachen 
Wahrsdiefnlichkeiten immer mehr und mehr, ohne ihnen je vollkommen gleich 
lu werden. 

Vergleicht man endlich die Wahraeheinlichkeiten , oder die Zahl der 
Pille, welche angeben, in welchem Verhftitniese die fraglichen Kugel- Arten 
bMiehmigsweise unter einander ersdieiuen werden , so ergiebt sich leicht aae 
den Gleichungen (27. 39. f&d 30.): 

12» 
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Das heifst: die Zahl der Ffille, oder die WahrscheinUchkeilen, welche das 
wiederholte Erscheinen bestimmter Kugel -Arten bei unbegrenzter oder auch 
begrenzter Fortsetzung der Ziehungen angeben, steht mit den sugehörigen Kugel- 
Anzahlen in geradem Verhältnisse. 

Betrachtet man die Kugel -Anzahlen als die Ursachen der aus ihnen 
hervorgehenden Erscheinungen, so stellt sich, wenn man von letztem ausgeht, 
der vorstehende Salz so dar. 

35. Das Eintreffen von Erscheinutagen steht bei häufigen Wiederholungen 
' in geradem Verhaltnifs mit den Ursachen, durch welche die Erscheinun- 
gen hervorgebracht werden. 

S. 22. 

In einer Urne befinden sich m verschiedene Kugel -Arten. Ti Kugeln 
tragen ein und dasselbe Zeichen, Tj ein und dasselbe, aber von dem vorigen 
verschiedenes Zeichen u, s. w. Man zieht p Kugeln einzeln heraus, ohne die 
gezogene Kugel in die Urne zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrscliein- 
lichkeit, dafs k Kugeln von einem bestimmten Zeichen r^ früher als die von 
einem bestimmten Zeichen rj^ erscheinen werden? 

Das Ereignifs kann entweder in k, oder in Ar-f 1, oder in Ar-f 2 ersten 
Ziehungen u. s. w., oder endlich in p möglichen Ziehungen eintreffen. Dabei 
ist noth wendige Bedingung, dafs keine von r^ Kugeln in den genannten Zie- 
hungen erscheine. Dies fOhrt zu folgenden BeatiBBaagra« 

a. Die Zahl der FfiUe, welche dem Ersehtinen von k Kugeln von 
einem bestimmten Zeichen in den ersten k Ziehungen gflnstig sind, wird durch 
r*^'^ bestimmt. In den p—k folgenden Ziebuagen kann jede beliebige Zu- 
sammenstellung^ aus allen übrigen Kugeln folgen. Nennt man die Zahl aller 
in der Urne vorhandenen Kugeln, wie im vorigen Paragraph, 9, so ist die 
dem Erfolge in diesem Falle günstige Gruppen «Anzahl 

b* k Kugeln von bestimmtem Zdchen erscheinen in den ersten k -f 1 
Ziehungen. Eine Kugel, welche eines der übrigen, nicht in Frage stehende 
Zeichen trSgt, kann dnrunter vorkommen. Sie darf aber nicht an der letzten 
Stelle erscheinen. Erschiene sie nendich als ik -fite Kugel, so würde die- 
ser Fall mit den unter a bezeichneten zusammenfallen. In den nachfolgeiiden 
p — k—l Ziehungen kann jede mögliche Kugelgruppe auftreten. Die Zahl der 



in diesem Falle Jiegriffejiea gfilisitigeii Kugelgruppen ist 

. Aj ^ Ar.rfJ-^(*-r^-ri,)(*— Ä- i)?-»-^!-^ 
c. 4r Kugeln von besüioniteini Zeichen erscheinen in.den. A^-f^ ersten 
ZiehttAgen« Dies Ififet zu, dtfs zwei Kngsain, welche nicht die fragliehen Zei- 
chen tragen, zugleich in diesen Ziehungen erscheinen. Keine dieser zwei 
Kugeln darf in der A:-j-!2ten Ziehung erscheinen, weil dieser Fall schon in 
(&•) vorhergesehen ist. Hierdurch wird die Zahl der Gruppen um so viele 
vermehrt, als zwei Kugeln von den übrigen Zeichen durch Ar-f-l Fächer, oder, 
was dasselbe ist, als k — 1 Kugeln in A:-f 1 Fächer zerstreut werden können. 
In den nachfolgenden p — k — 2 Ziehungen kann jede mögliche Kugelgruppe 
vorkommen. Die Zahl der hierdurch bedingten gflnstigen Fälle ist 

Führt man diese Schtfisse weiter fort, so erh&It mau fi^gende Gesammtzahl der 
gOnstigen Kugelgruppen: 

i. A = H;-»[(*-Arr*'-H(f)*'"'(*-''*-''*)('-*-^)^*'"'' 

die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
in der ersten Ziehung eine Kugel, welche zur Art r^ gehört, in der zweiten eine, 
welche zu r^ gehört, erscheinen, und dafs in den p folgenden Ziehungen k Ku- 
geln von der ersten Art frfiher als von der zweiten Art erscheinen werden? 

Aus den unter a, b, e, .... und zu (11. und 12.) im vorigen Para- 
graph gemachten Bemerkungen ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
leicht. Sie ist 

3. „ = v-<a,-/>"- [.+(|)'-"ig]^+(irx^;H)""'+- 



..... — 



Die Gleichungen (2. und 3.) lassen sich Iticht veral%eni einem und 
auf q verschiedene Kugel - Arten ansdehnen. Ihirch Verbindung der unter 
Uy b^ c, . . . . und SU (15. und 17.) im rorigen Paragraph geaaaobten Be- 
merkungen ergeben sich aus (2. und 3.) dieses Paragraphen folgenie Bwlim* 
mungen: 

4. «>=5S['+(!r"(i3)+(ir"c-3r+-- ■ 

5. ■.= --;!£ -""'[-+(r".-^,+(f)"""(;5^,r+- 

••••+(^r{i5^n- 

In beiden Gleichungen ist 

und q enthält so viele Einheilen als Kugel -Arten in Frage stehen, oder als man 
erhält, wenn jede der Gröfsen r^ , r^ , r^, • . . . r^ als Einheit betraehlet wird. 

Die Bedingungen sind dieselben, wie oben. Man sieht ^ Kugeln ein- 
zeln heraus und legt die gezogenen Kugeln in die Urne zurück. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs k Kugeln von einem bestimmten Zeich^i r^ 
IVüher als von einem andern tf, erscheinen werden? 

Bei Bestimmung der dem Erfolge günstigen Fälle treten die Gruppen 
der Versetzungen mit Wiederholungen statt der ohne Wiederholungen auf. Es 
sind daher die unter a, b, c, .... gemachten Schlüsse und die tu (26.) im 
vorigen Paragraph gemachten Bemerkungen anzuwenden. Geschieht dies, so 
ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

«-=^['+(ir"'-=^'+(fr"(^=^)'+(i)-"'(^=^r+- 

Fragt man, wie grofs die Wahrscheinlichkeit sei, dalb in der ersten Ziehung 
eine Kugel von der Art r^, in der zweiten eine von der Art r^, und in 
den folgenden Ziehungen k Kugeln der ersten Art früher erscheinen werden, 
als die der andern, so ist 

T. -= ^[.+(ir"(=^=F-')+(!r"(^=^)'+-- 

. . . . + (£^y-'" (irfco)'-']. 



Die^ GleicbttDgen (6« und 7.) fahre» durch. vrtito*e Verfolgong Ides Giesa^en 
7!fBLf^eiklM'Mfemmom. Gleichtiiig ^ . wenn jtf verschiedene Kugel -Arten in 
BiHrecbt kommet): 

.8. "= ^['+©'-"'^"+(l:r(^)'+...:+(^)'-"'(^r} 

9. ^= '-^"-%T-" [H(f)'""?+©""'(^y4--- 

■ ....+(£=Ä)'-"(f=^y-']; 

■ * 

Hier gelten die nämlichen Bedingungsgleichungen, die zu (5.} ..angegeben wur- 
den. Die Anwendung der in, diesem Paragraph aufgestellten Gleichungen auf 
specielle Fälle ergiebt aich leicht. Die hier gefundenen Gleichungen sind 
allgemeiner, als die im vorigen Paragraph.. Die Gleichungen , welche zur 
Bestimmung., der Gruppen -Anzahlen aufgestellt wurden^ beantworten, zugleich 
Probleme aus der Combinationslehre. . . 

Werden nämlich die Versetzungen ohne Wiederholungen au9 Reihen 
gebildet, deren Elemente den oben angegebenen Gesetzen unterliegen, so giebt 
die Gleichung (1.) die Zahl dor^rttppen aq, iq welchen k Elemente einer be- 
stimmten Stellenzahl frQher ers^chelnen^ als eia Element einer andern bestimmten 
Stellenzahl. ■ \ ' ' . 

jSoll die. Zahl der Gruppen von 4)er Dämlichen jEügenapbaft bestiu^iBt 
werden,^ lyenfl die Versetzungen mit Wiedierholungen gebildet werden ^ so er- 
halten wir durch den Zähler von (6.) fplgqgideQ Ausdruck: 

i 1 

J)|e 2^1^09. im GleksUinfcli C3. '4L) 5. kkftd "?. 81 0.> b<iat»lw^rten gleiehMIs 
Probleme . aps .der Con^iQAtHMWl^br^i. ^m .^Bedmümg bietmac^ leicht inaiH* 



-' : ^Wi^ wt^ivdefl'tjittr^iittii 'Kiir: nftbetb ■FeträdktMg'^^cld' b^fsondem Faltes 
der im vorigen Paragraph entwickelten Gleichung (6.) , welchen wir aber in 
v«rttaiderMr'6^(alt'gebetf: ^ ^ '^' - ' '.■«.' :'. \'.' »- :''••' --i 

Jemand trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzehvelt FaHe 

durch die Wahrscheinlichkeit — , das Nicht- Binlreffen durch — = — ^^^^ aus- 

tn ' * mm 



gedrückt wird, durch p WiederholimgsvenQche gerikde roMil herbeintttireii» 
Wie grofs bt die Wahrscheinlichkeit , dafs sein Unternehmen geKngett werde? 
Das Gelingen des Unternehmens beruht darauf, dafs das fragliche Er- 
eignifs rmal, imd also das Gegentheil p^rmA eintreffe. Jede AnordMing, nach 
der beide Ereignisse sich aneinanderreihen , ist zulAfslich. Die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit ist demnach 

Jemand unternimmt unter den angegebenen Bedingungen, ein Ereignifs in 

p Versuchen wenigstens rmal herbeizuffihren. Wie grofs ist die Wahrschein* 

. . . , • • 

lichkeit, dafs das Unternehmen gelingen werde? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dafs das Unternehmen 
entweder rmal, oder r-^lnial, oder r-f'imal, u. s. w!, oder endlich ^mal in 
p Tersuchen einlreffeii werde. Setzt man daher in (1.) allmälig r, r-j-l^ 
r-\-*2^ . . . . p statt r und zAhlt die erhaltenen Resultate zusammen^ so er- 
giebt sich: 

■■** 1 ip-Mi JHP T ip\i ' tnl' ' 

i)ie Anzahl der in der Reihe vorkommenden Glieder ist p — r4-l. Die ent- 
gegengesetzte WahrscheidSchkeit, odör diejenige, daß das fragliche Ereignifs 
höchstens r — Imal eintreifen werde, ist 



^- *^ — ■^+— •■^SF" + '15ir--;-r-+'"*' + T=nr «5; — • 

Sie wird gefonden, wenn map in (1.) allmalig 0, 1, 2, r — 1 statt r setsL 

Die Gleichungen (3.) und (3.) «ndMÜen. die Gfiedcr «kt BlnoailnmB • (^T, 

die sich zur Einheit ergänaen, da nach der Annahme tf^5=:i9i ist. 

Eine andere Auflösung des zweiten Problems ergiebt sich auf fbl^ende 
Weise. Das Unternehmen gelingt in den r, oder r-j-l) oder r-f2 ersten 
Verneinen, q^: ^ndSchiii p YenanobeB. . Hierava ergebes lieh . folgende Be- 
stimmupgen« : : . ^ 

a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es in den n. ernten Yetiandben igeivH 
gW wer^e, ifit 
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b. Die Wa&rscheinliohkeit, dafs es in den r -f 1 ersten Versuchen ge- 
lingen werde, setzt voraus, dafs einmal das Gegentbeil, aber in einem der r 
ersten Versuche eintreffen werde. TrAfe das Gegentheil im r -fiten Ver- 
suche ein , so würde dies mit dem Falle in (a.) übereinkommen. Die hieraus 
sich ergebende Wahrscheinlichkeit ist 

jr^ _b_ 2'^-^i^ arb 

c. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es in den r-f 2 ersten Versuchen 
eintreffen werde, setzt voraus, dafs das Gegentheil zweimal, aber nicht im 
r-f 2ten V^suche eintreffen werde, weil dieser Fall unter b vorgesehen ist. 
Das Gegentheil kann in den k'\-\ vorhergehenden Versuchen auf jede belie- 
bige Weise eintreffen. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist 

^' ~ 1*1^ ' m^m^ ~ VI/ «1'^+^ • 

Werdra diese Schlüsse fortgesetzt, so fähren sie zu folgendem Aus- 
drucke der gesuchten Wahrscheialichkeit : 



4. w 






. • • • 
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+(£=r±i)- ^]. 

Diese Gleichung ist ein besonderer Fall der Gleichung (6. §. 32.), wenn 
dort r„=^a, ri, = b, «r=r^-fr;t gesetzt und das Erscheinen einer Kugel, 
welche das Zeichen von n Kugeln trägt, nicht wie dort geschah ausgeschlossen, 
sondern angenommen wird. 

Die in den Klammem eingeschlossene Reihe in (4.) Ififst sich nach Nq. 462. 
§.96. m. 9 aufsteigenden Functionen ^^ und §. lOl.u. fT. m. ^Differenz. Calculs'' 

« 

auf folgende Form bringen: 

Wird hierin (±_l)=(iz-J=(_i)^(?^J^(_lX(^J gesetzt, womit 

die PrSmissen der Aufgabe stimmen, so geht (5.) Aber in 

t3 
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Wird (— 1)'^"*(— y '' in die Klammern gebracht, so gehl die Gleichung (6.) 
in folgende Aber: 

7. ii; — 1— -p[r-^L(;i-r+l)m^-''+* 1 * (;»— r+2)m/^''+^ 

Setrt man endlich hierin — = a?, so geht (7.) üker in 

8. w = i_2^ry>r^(l-*r\5j?. 
Integrirt man (8.) nach der bekannten Formel 

und setzt nach der Integralion die gehörigen Werthe, und a?= — , 1 — ^==i 
so ergiebl sich 

••••+(^r-]- 

Diese Gleichung Ififst sk^ gut benutzen, wenn p im Verbfillnifs 2ai r eine 
sehr groDse Zahl bedeutet; denn die Glieder der Reihe werden stark conver- 
giren, und einige werden hinreichen, um den Werth der .gesuchten Wahr- 
scheinlichkeit zu finden. 

Aus (7. 8. und 9.) ergiebl sich auch, wenn die gefondenen Ausdrflcke 
von der Einheit abgezogen werden, fflr den Werth der entgegengesetztm 
Wahrscheinlichkeit, nfimlich, dafs das fragliche Ereignifs böchsteDs r — Imal in 
p Versuchen eintreffen werde: 

10. w^ = ^rfaf-\i—xr'dx 

p'\-^ r ftp-^+^ r— 1 /fty-^^-H^ . (r— l)^i"* /b\P-^^^ 

....(-.r(i;] 
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Vergleicht lAan die Ausdräcke (7. bis 9.) mit (2. 10. und 5.) 9 so ergebeii 
sich daraus, da sie dieselben Begriffe ausdrücken, folgende Formeln: 

Vm/ ^ 1 mP ^ I^n^ mP "^ 1 ir\i ^ 

"1 PP (;,_r4.3)m»~'*-'J' 

._ 6p , D 6P-»a ,. »»!-» 6p-»«» , , p'^'l-x hp-r+i- a'^*^ 

^ mPT^ 1 i»»' T^ l'l» mP ^ ' f^'l» mP 

t 

— £!il^ / b \P--+^ [• 1 (r— 1)6 ■ (r— l)»'-^y 

l'l» '*Vm/ Lp— r+1 (;»-r4-2)f» ' l'IH^— r+3)m» 

. I3l'(;,_r+4)m' '■"••J* 

Setzt man nun, in (12.} « statt 6 und d statt a, und zugleich p—r = 9, also 
r^=p—s^ so folgt daraus 

lo. U7i „ipTi mP T i2|i «iP ' ' jp-^n 

jp-li ^Z'— *; ^,+1 L,^i (»+2)m "f" l»l«(«+3)m» * ' ' 'J 

Nach der Integration ist nftmUch x ^=si ^ und i — x=^— gesetzt. IMe 
Ausdrücke in (12.) bestimmen die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Ereignifs, 
dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch — bedingt ist, wenigstens. <9-f 1"^" 

in p V^südien eintreflien werde. Verbindet man (13. und 11.} miteinander, 
so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, dafe ein Ereignifs wenigstens rmal und 
höchstens raial in p Versuchen eintreffen werde. Für diesen Fall ist (13.) 
von (11.) abzuziehen. Es findet sich 

13» 
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34. WgiWh'^Wj^: - ' * ' :=: AgiAkiA^: * ' " = r^ir^^tr^: • • • • 

1 

Das heifst: die Zahl der Fälle , oder die Wahrscheinlichkeiten, welche das 
wiederholte Erscheinen bestimmter Kugel -Arten bei unbegrenzter oder auch 
begrenzter Fortsetzung der Ziehungen angeben, steht mit den zugehörigen Kugel- 
Anzahlen in geradem Verhältnisse. 

Betrachtet man die Kugel -Anzahlen als die Ursachen der aus ihnen 
hervorgehenden Erscheinungen, so stellt si6h, wenn man von letztem aasgeht, 
der vorstehende Salz so dar. 

35. Das Eintreffen von Erscheinutigen steht bei hänligen Wiederholungen 
' in geradem Yerhältnifs mit den Ursachen, durch welche die Erscheinnn-' 
gen hervorgebracht werden. 

8. 22. 

In einer Urne befinden sich m verschiedene Kugel -Arten, r^ Kugeln 
tragen ein und dasselbe Zeichen, Tj ein und dasselbe, aber von dem vorigen 
verschiedenes Zeichen u, s. w.' Man zieht p Kugeln einzeln heraus, ohne die 
gezogene Kugel in die Urne zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs k Kugeln von einem bestimmten Zeichen r^ früher als die von 
einem bestimmten Zeichen r^ erscheinen werden? 

Das Ereignifs kann entweder in k, oder in A:-)- 1, oder in Ar -f 2 ersten 
Ziehungen u. s. w. , oder endlich in p möglichen Ziehungen eintreffen. Dabei 
ist nothwendige Bedingung, dafs keine von t/^ Kugeln in den genannten Zie- 
hungen erscheine. Dies führt zu folgenden BestinBoageD. 

a. Die Zahl der Fälle, welche dem Ersehenen von k Kugeln von 
mem bestimmten Zeichen in den ersten k Ziehungen günstig sind, wird durch 
r^*~^ bestimmt.. In den p—k folgenden Ziebwigen kann jede beliebige Zu- 
sammenstellung aus allen übrigen Kugehi folgen. Nennt man diie Zahl aller 
in der Urne vorhandenen Kugeln, wie im vorigen Paragraph,, s, so ist die 
dem Erfolge in diesem FaUe günstige Gruppen - Anzahl 

b. k Kugeln von bestimmtem Zachen erscheinen in den ersten A -f i 
Ziehungen. Eine Kugel, welche eines der übrigen, nicht in Frage stehende 
Zeichen trägt, kann dnrunier vorkomme. Sie darf aber nicht an der letzten 
Stelle erscheinen. Erschiene sie nendich als k^iXe Kugel, so würde die- 
ser Fall mit den unter a bezaohneten zusammenfallen. In den nachfolgeiiden 
p — k—l Ziehungen kann jede mö^iche Kugelgruppe auftreten« Die Zahl der 
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in diesem Falle be^iffeneu gfinstigen Kugelgruppen ist 

c. ir Kugeln von bestimmtem Zeichen erscheinen in den A:-f ^ ersten 
Zi^ttügeii« Dies Ifi&t zu, dafs zwei Kugeln, welche nicht die fraglichen Zei- 
chen tragen, zugleich in diesen Ziehungen erscheinen. Keine dieser zwei 
Kugeln darf in der A:-f !2ten Ziehung erscheinen, weil dieser Fall schon in 
(6.) vorhergesehen ist. Hierdurch wird die Zahl der Gruppen um so viele 
vermehrt, als zwei Kugeln von den äbrigen Zeichen durch k-\-l Fächer, oder, 
was dasselbe ist, als k — 1 Kugeln in A:-f 1 Fächer zerstreut werden können. 
In den nachfolgenden p — k — 2 Ziehungen kann jede mögliche Kugelgruppe 
vorkommen. Die Zahl der hierdurch bedingten günstigen Fälle ist 

Fährt man diese Schlösse weiter fort, so erhalt man folgende Gesammtzahl der 
gänstigen Kugelgruppen: 

1. J = r'J-^[(s-kr'^''i-(^^^^^^ 

+(Tr''('-'-^-r»)''>-*-2r*-^-^+----+(£4=iy"'''(*--r,-r,r''-^; 
die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 

« 

in der ersten Ziehung eine Kugel, welche zur Art r^ gehört, in der zweiten eine, 
welche zu r^ gehört, erscheinen , und dafs in den p folgenden Ziehungen k Ku- 
geln von der ersten Art frfiher als von der zweiten Art erscheinen werden? 
Aus den unter a^ b^ e, . . . . und zu (11. und 13.) im vorigen Fara- 
jgraph gemachten Bemerkungen ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
leicht. Sie ist 

3. „ = !x-^g-i^'[H(iriE;iE§t(irxsßy'"'+-- 
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Bedeuten p^ r und s grofse Zahlen, so kann imin eine der Gleicbnn- 
gen 189. oder 190. meiner Comb. Lehre benutzen. Bezeichnet man zu dem 
Ende die eingeklammerten Reihen in (17.) der Kurze wegen durch M und N 
und wählt die Gleichung 190., so ergiebl sich fflr diesen Fatt folgender 
Ausdruck : 

Diese Gleichung genügt für Näherungswerthe. Bei Berechnung der Werthe 
M und N ergeben sich bald Resultate, welche auf die Abnahme der betreffen- 
den Glieder hinweisen und die Auffindung des Werlhes erleichtern. Auch 
die Gleichung (18.) kann zu Naherungs- Bestimmungen benutzt werden, wenn 
man die oben gemachten Bemerkungen berücksichtigt. 

Nimmt man an, dafs die Geburten der Knaben zu denen der Mädchen 
imVerhälinifs wie 1 zu 1 stehen, und fragt, wie grofs die Wahrscheinlichkeit 
sei, dafs dieses Yerhältnifs bei 200000 Geburten die Grenzen von 49 und 51 
nicht überschreiten werde, so findet sich aus der Gleichung (20.), wenn 
»1=2, //=!, Ä= I, /> = 20()0()0, r = 98000 und *= 102 000 gesetzt 
wird, ein Werlh für die gesuchte Wahrscheinlichkeit, der wenigstens 

0,724725.... 
W = 1 j^ 

ist und man kann daher wenigstens 9- iO'^ gegen 1 wetten, dafs unter der 
obigen Voraussetzung bei 200 000 Geburten die Zahl der Geburten des einen 
Geschlechts die des andern nicht um 4000 übersteigen, oder nicht unter 
98000 fallen und nicht über 102000 steigen werde. 

Jac. BernouUi hat in seinem Werke: „Ars conjectandi Bas. 1713. 
Pars IV." den in (19.) angegebenen Satz aufgestellt. Mohre hat in 65 Probl. 
seines Werks „ Doctr. of Chances III. ed.'' einen speciellen Fall von (2.) an- 
gegeben. Trembley hat im 12ten Bande der „Comment. Soc. reg. Scient. 
Götting. ad A. 1793 et 1794*' die Gleichungen (1. 2. und 4.) entwickelt 
Laplace hat dasselbe Problem in „Theor. anal. d. prohl. No. 16. pg. 275^ 
kfehandelt. 

§. 24. 
A trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Fälle durch 
die Wahrscheinlichkeit — bezeichnet wird, rraal eher herbeizuführen, als B 

L 

im Stande ist, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle imch — 
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beseidinet wird, sm$l herbeiziiföhrefD. B trachtet nach dem GegenlheU und 
wiQ das för ihn gunsüge Ereignife ^mal eher herbeiführen, als A das fQr ihn 
günstige rmal herbeiführen wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit für A 
und wie grofs die für J3? 

A wird seinen Zweck erreichen, wenn er rmal das ihm günstige Er* 
eignifs her^ifflhrt, und zwar in r, r-f-1, r^-S, oder r-f* — i Ver- 
suchen. Dabei kann das seinem Gegner gunstige Ereignifs entweder ein-, 
oder zwei-, oder dreimal u. s. w., oder s — Im^l eintreffen. Der letzte Fall 
bezeichnet dfe Grenze des Eintreffens der für ihn ungünstigen Versuche. 
Benutzen wir nun die im Anfange des vorigen Paragraphs gemachten Be- 
merkungen , so ergiebt sich folgender Ausdruck für die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit : 

«• -= (^)'+(4r"(^)'4+(r"(i)'(4) +■ ■••+(fr"(^)'(i)""' 

— Vto/Vm— 6/ VI/' n' mr\H—b/ L» s+1 n 

I (r-l?l-' /&\' f_,^r-l __!__( ±Y-'-\ 

Aaf dbalicbe Weise ergiebt sich zar Besümmaog der Wahrscheinlichkeit von 
B folgende Gleichung: 

*. »=a'['+(4r"^+(ir"(^)'+-+(Tr(^n 

Die hier entwickelten Gleichungen sind in einer Beziehung allgemeiner, 
als die im vorigen Paragraph. Die Gleichung (4.) §. 23. Iflfst sich aus (1.) 
ableiten , wenn f/i = ii, ii-fA=rf/*, r-f-*— l=;i gesetzt wird. 

A wünscht, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 
die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet ist, rmal eher herbeizuführen, als B im 
Stande ist, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 4 be- 
zeichnet wird, ^mal und als C im Stande ist ein Ereignifs, dessen Eintreffen 
im einzelnen Falle durch c bezeichnet ist, fmal herbeizuführen. Ein Gleiches 
wünscht B seinen beiden Gegnern gegenüber; ein Gleiches C gegenüber von 
A und B. Wie grofls ist die Wahrscheinlichkeit für A und wie grofs für 
B nnd C? 
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Die Gröfsen a, b und c sind edite Brfielie. Die Wahracheinliehkek 
für A fiodet sich leicht, wenn wir die im Vorhergehenden gemachten Schlüsse 
in Beziehung auf B und C anwenden. A hat hiebei rmal das ihm gflnsUge 
Ereignifs herbeizuführen, ehe B das seinige ^mal und C das sdnige /mal 
herbeiführen kann. Dies kann nun in r oder mehr Versuchen geschehen. 
Die Grenze der Anzahl dieser Versuche ist r-f^-f ^ — 3. Nun kommt es anf 
die Betrachtung folgender Fälle an. 

a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs rmal in r Ver- 
suchen eintreffen werde, ist 

Wi — a\ 

h. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es rmal in r-fl Versuchen eintreffen 
werde, läfst zu, dafs das für 17 oder C günstig^ Ereignifs einmal, jedoch nicht 
heim (r4-1)ten Versuche eintreff'en werde. Diese Wahrscheinlidikeit führt auf 
folgende zwei Ausdrücke: 

er. Die Wahrscheinlichkeit , dafs das fragliche Ereignifs rmal in r-f 2 
Versuchen eintreffen werde, lüfst zu, dafs das für B und C günstige Ereig- 
nifs zweimal, einzeln oder in Verbindung mit einander, eintreffen werde. Hinaus 
ergiebt sich folgender Ausdruck : 

„. = (D-v^Hdr'v.'nHC-frv^ = (ir"V(H.)'. 

d. In r-f 3 Versuchen ist die Wahrscheinlichkeit für A: 

Die Fortsetzung dieser Schlüsse giebt eine Reihe, deren Glieder der 
Ordnung nach die steigenden Potenzen des Binomiums h-\-c enthalten. Dieses 
Binomium ist so lange vollständig , als sich sein Exponent nicht über $—\ 
oder./.— l erhebt. Geschieht dies, und ist in diesem Falle f — 1 kleiner als 
/— 1, so werden die folgenden Binominalglieder nicht mehr vollständig sein, 
sondern bei der Erhebung des Exponenten ftber die genannte Höhe hinaus ein, 
swei oder mehr Glieder an der vollständigen Reihe fehlen. Das 9\\\j^ Glied 
wird folgende Gestalt haben: 



das »-f 3te CHfedtloleyinAftt;!' :•.!' - ,'-i // ■.',') , . u!-.';> . •(; . - .- . ., . i . < .. 

a. s. w. Hier itcete^ die Potenzen vf^nf b jäoh «nicht Ober /— i erheben. Dies 
fahrt xn folgendem Aasdmck der gesachten 'V^ahrscheinlidikeit : 
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Hieraus findet sich die' Wahrscheinfin^eit fttr B leicht. Es tritt b an 
die Stelle von a «ndnmgek^hrt.fm'dii^ Stelle von r in (3.). Dabei ist 
wwter so beachten, welche von den GröfsDeh r und t kleiner als die andere 
sei. Die Reihe wird dann folgende Gestalt haben: 

4. J =>[i+(|;)-"'(.+;)+(|)-''"(.+.).+....(^)"v^'], 

die WiihrscherijBcMfeit ftr C? wlrtf «eihV " '. ' ". ■ i-i 1 ./ ;. 

5. « = 44(|^^'"(;:|.»)+(|y-*(«+*).+.:..(^^^^ 

Qi« Qcftntwfj^rHuig dc)r.y(^)]0gf;Qdf^Fr(^e berQitef di^ folgender allgemaiiieni ypr. 

' ifi imolftot, 'gegen in -^i Oegntfr, ji^^ ^#3^ J«, . ;; . A^ ete Eraigvife, 
AasiMn Stliir^ClMI^ k» cüniekieii FMe iliircb>» beketeiniet wird, imud eber iher-* 
'bei«tt|lAretf, ris J^a ttti' Stande isV^ ein Ereignür^ deisen l^WrillM im ein- 
K^eii i'fllle durob^ b bezelihttet wirdi, iiMi «. 0. f. nnd als ^^ imStinde ist, 
flir^steh' ein fire^ifs, deisen Biotreffen ini elMelnen Falle dnrdk nbwMtaii^ 
i9My fimiht aidb hc^b^fznflUiMi. BiB' GMclie» «neralmnit A^, aHen ftM- 
g4W gegbnlber ; ^elHmö ^kiy «^^^ Wv 1V)e grbft ist die WibitiieiBBch^ 

Die Anwendung der B^chlüsse, weIcKe zur Aufänäuiig ' der' Ctteidiotf- 

il«ii<;iv(l»>'5.) .gciiMivt>.MbeR, ift^M aneh:.W<r»i iwt 0«ief«cw!;V«tM«r«>gM, 

zam Ziele; wie sich schon aas der Vergleichnng dieser 61mol|a4C|D:i9|J^ 
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einander ergtebt. Dies giebt für die WelgsdieiuliiWwH vto jÜi t > 

.6, IT ^ «r'[l+(l-)7'^(*-|-«-frfV-" + #) . ■ 



I • 



• I 






Die Wahncbeinliclikeit fflr ul, ist * ' i 



7. w = 4«[i-|.(|-)'~.%4.c4.rf^-.....^-n) 

■ ii.''ti.t< \* « ',» * »''.I 



i - 



• • I 



i ■• 



I • 



1 I : « 

u. s- w. Die begleitenden Polynomk» >qpM; siph no Jffffff) VQ)MUi#s Wi- 
wickeln, als der Exponent sich nicht Aber eine der Greisen 

erhebt. Geschieht dies, so ergeben sich Entwicklungen Tön besdiradtfei'' ffliedei^ 
.Audil;.dMn die . WahrAdieillicblleiteii darfleii niehti^Aar jadwwnA, als die 
^ben . abgiAhrten WeiÜMi «ndtüteii. fiesiMObf Mite dew aitfh Müe «hufthf- 
MB PoteMM ak diisi fdaanManerflclieinen; Ninwl man iQr 4ie /wrtttgavdapi 
.EntytaBktongen.dieCoteUnalionei w. Haifa« J<^ Mift aich^ daft Aic^lge» JUv^ 
fMM»^ Welcfcardie fiüedar 4M aiiigfia«Uaaa«liaii Ritihe iMglaHei,. die y^ß^ 
iitwingan: alt Wiadariialwigaft /WW A« Elemaatfla »♦^ t, .;^ n bildMM waM 
jedteii fi». Baadrtilirtlgi^iailritt^ 4«fe die Wasd^rhalwitfwi^a M^nmle 
Grenae nicht flberschreiten können. Das Element a darf ni^hl n»ebr alt r -f 1 
.md^ dM JEflemant k Jßü^ me)ir als ^— Imal n. a. w. wiederholt vorkommen. 



?J 



Wi 






+(Aj-'.'>(*»iv4iiw»)» : 



• » 



'• !■• 1'*. ' " 1 i 

< I \ : ' • • •• • J I ; ■ 1 . - ' s • * • * 






' ' . . .»I • • 






1 



'.; '^. '•^^•■••^''t''>'-*' y«,ftA..:...rH.;;'-.w]' ■ 



2 \-»i» 



• I. f • u, 

• r 

i 

. .« I 

I . I I - I Jb 1 






.r r 



.: ; .J 



• "• » / Iv» i , J 



■' • ' • • •• l. J 



(<i^V f*^'/ 3""* •. . . «*~0 . 

B. s. w. Die, unten anffeschnebene Reine 

soll die oben aiiffegebene BeschrfiDkiuig der Wiederbglungeii anzeigen. 

Die einfachen Ffille der Gleichungen dieses Paragraphs hat PoBCat iq 
eiqeip jBriefe f^nFermat behandelt, und nach ihia Nomtinorl in seiner ^Analyse 
sur les jeux d.^ar. ProMs. XL et XU. 11^. MilV xmAMoiprein seinem „Doctr. 
ofCbaiic^ ProbliVI.'"' Laarange hat einzelne Fälle durch zurftcUaufende 
Reihen in ^Nouy. Memoirea de Tacad, roy. d. sciences et bell. lett. de Berl. 
an. 1775'' gelöset, und uach ihm bat Trembl^ dieselben Ffille in ^Comment. 
;oc. reg., scient. Gotting. ad ann. 1793 et:t794 Vol. XU" behandelt. Laplace 
hat die von ihm. betrachteten. Ffille durch die'^FoncL generatr.^' in seiner 
„Theor. anal. d. prob. Chap. IF' abgeleitet. Er bemerkt )Pg. 2 10, dafs das yor- 
liegende Problem den Namen ,^Probleme des partis^' fahrt. Die Form, unter 
weleher es anfgestelU, winden iiann und au)geat6ltt werden wfirde, ißt fdg^nde : 

A u))d. B spielen mit einander um eine bestimmte Summe ol Jeder von 
ihnen gewinnt die ausgesetzte Sum^e^^ wenii er eine bestimmte Anzieihl Spiele, 
oder Partieen gewinnt, ehe der imi4^ die gleidie oder eine andere gewonnen 

14» 



fcaL Das A ftUca 




Die Giddbn^ca (1. m4 2.) 




sie Mm 4« Sfpid akif wdler firt, 
Sieger l£eli^ m kl der AmsfrmA TomA 
ier rum B: ^m. HicM iü £e Wi 

DcrRidkUkk mT <e Pan^nphca 21. Ms 2L ic^ Mt «e tet 
hmif^rm TnUeme ■■■— i^ihlic; i 
Die hieber f elidrige Lüentar ist 




«- 25. 
!■ eiaer Urae Winks siefc r TCTSsrliieJeae K^el-AiieB nd tm jeder 

Art «1 TencUedeae, aber aaf gieicfce Art bexeidiiiete Kegeh. p Kigda werden 
dueh bennsgesM»eB md die gemgene K^gd wird ucht ie fie üne nridi- 
gelegt Wie grofs ist die Wahrscbeiofichkeit, daß gerade s Kagda tob einer 
besliiirarteii BeteiAnnug Dacb einaiider ersdeiaen werden? 

Die Aozabl der Eagelgroppeo , welche ein bestinuDtes Zeichen haben 
■nd # Kugeln in sich hegrdfen, ist r^~^. Diese Gruppen können Yon der 
ersten^ oder zweiten, oder dritten n.s. w. oder ron der (p — «-f-i}len Zie- 
hung an erscheinen 9 also p — s-^-imdl. Jede dieser Kngelgnippen kann so 
oft erscheinen, als sie (als Ganzes betrachteQ yon Kngelgnippen mit anderer 
Bezeichnnng aof den übrigen p — s Sf ^en , sie mögen folgen oder rorangehen, 
oder theilweise zngleicli folgen nnd Yorangeben,'. begleitet werden kann. Hieraus 
ergiebt sidi ffir die dem Ereignlls gflnstige Groppen -Anzahl: ' 

(/»— »-fO-r-'-^wr— r/-+^. • « = 

Die Zahl aller mdglicfaea FaOe jst (rmy^-K Vfenn die ZaU der in der Üme 
entbalteseii Kogeln Ist rm. Die gesocbte WalirscheioEchkeil ist demnach 

...1, y-g^ ■ ' ig,jyM- ' • " TT^'f-- ' ••'-• •: i - 
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*!] 1 i 



•\\ i 



/ • 



O!» B»dilgttii|fM jifld ^e Am. Bü mU d«: WfdirsdM>Mk9ik«it b^ 
ttwm^w»fkA>;' dWk # Kiig«hv t^n'iifiiem kesliffiBitea Z/eichtfw\^ MM«reiiimder 
gerade kwikmii etMiBiaew^milf^ ii)!) ^'i: ! •;; >i fl-^;^. \\-'v..i u< ..,.it 

' ' - Die^-ZaU ^r j^itfdlgr^pp/ett yqii' dei^ JMf)eps|OQ .^^ die, dastelbi^^ Zeichen 
haben, welches 9 vorher erschientooev^Kugeln schon hatten, ist 

Diese Kuppelgruppen, weldie in zwei Partieen getrennt und^^aM »ahr ftrihwi 
ersdieinen^ sollaii^, kAftl^ii sp.QftiTprkoBi^e^i^als.sici p — ^9,:^,2 &[t^llen ans- 
fOHen oder die ZeraHriMiang in p — ^«-fS Fächer ehigehen können/' Diese 

Anzahl ist nach §. 41. metetT 'gfedirhi ifehl^ ^fe^^M^j^-^^iinft . AltlSterdMh tF«l«ifc 

ttHt ]edei> efnzeltfen Ofü^pe t^tf'dkj^äl^Sh W^VeA^^ anderer 

kteicbidKniing iiittd ttnd die ilM8fk''y-^2'^'^^ köiknefr/' IK6 

uii*dite'^i«Atö-l¥lihrÄi!ifeilili^^ - '^^'^'^^-^ •^- 

Wtrdfan dteeufioklOmt lort9taM(viAi^8Wkk«i«li^^ ««Wahr 
dä&: « Kigiifai 1 ^oa eiM» > iMtimatteni Zdctoi Junh9tNiiaader> gvaii 



BedinguagmiMaohainäni.wefdtii:. \i\ 



. . II • j . i 



•f 



Hiebei ist vorausgesetzt, dafs eine Kugel von der bestimmten BezeiiAinat ii 
den fibrigea,ji^*^^#<Ziehuiig^: nicht jpiiehp ersobeina. > i ^ 

Die Wahlrsclieinlichkeit, ddft das fragliche Ereignifs unter den genannten 
Bedingungen wenigstens ebmuil'iänti^^ii' #erde,' ei^gi^t sicH aus (3.) leieht. 



4. w 

•t 



■ t 



^^|(?8e Rpihfi b^<})it ^ab, jijenn^ßw P«^ V» .Oi öbprgflht. > 



.r- 



Utt 

niß 9i Kt««ili. 'Viftn "eiaMr IhHÜAüntei ]Bes«l«iutliiiii, <.<^: fl!9iii>«(»ef:; »weiten, 
«^ Tod «ner doHttfii: «; s. f., Jr» ton Miiteni*«teQ AipdfchDMg. ennlifiwni fWpT 
den, so erffiebt sidi leicht aas den obigen.BiMwrkui^n'd^ri AlMArMk 



..' 






:):•'>" 



Die'Wahrsdieinlichkeit, dafe du Ereignib in einer bestimmten Ordnung ein- 

IMm« (pifüebviifen linden mancheH» ^wcMd^nffW* i i: .<, il i • : . / 

In einer ü^ne sind r .Tei|«pM^dfMM! .Ii;ng«l.-Ajr>«|»ii yi<V»: ^W*«»; J«|« *» 
Yifrschi^denei f»hef.;^ gifijk*^ Webe be%ficb^,,Kn(|^ ?/|Wl. . .D^n. ;fwkf 
«Kugeln einzeln heraus, ohne die g|B)ifj9{g(n^ Klig^.al^4^^^1<v^ 
hoU das Verfahren 9o lange als möglich. Wie, grofs^ ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs s Kugeln von einer* bestimmten'' {(ezeicfinung. Untereinander in einer der 
möglichen Ziehungsreihen erscheinen yjvi^m^^Afiif^^i^SBWf^^^^ 
rere Kugeln von ein^ «i^derfi Befe^chm^.. MTSobi^nen sind? 

Die Wahrscheinlichkeit lieruht darauf, dafs s Kugeln mit der bestimmten 
JkMiiiMMi? "rät^d«r in dite ei^sfem: Zidmnlfaraito, edor^ #ätin'«')nkM.fe^ 
adritUI, ift dar: ivwailMi, «ier^ wemi 'es in'denilMile« «mtM^oiidit 
in der dritten Ziehungsreihe etseheinen wmdM wa. i^.v olnb^MkToriitr einb 
Kugel von anderei^ Bet^ichuNig erscMeücn ist. ^ie Glieder djaser zusammen- 
gesetzten Wahrscheinlichkeit ergeben sich alis der Gleichung (1.) leicht. Es 
fudit'Sibh' in'" «i . ' i ' •> , '»/ ; 1 ■ • ■:! 






. . 1 ' • .■ I » 

■ ■ I t A 

• • • • 






Dje Jleibei h^i<;ht: fil) , .wena ein (rUed I» itM^^ügoht» 

Sind schon f Kugeln gezogen und -darttiter r von Mr" beMiiMrieii'Be^ 
zei<riinn^ eraebienen , so ergiebt sieb -«as (7.> folgender Ausdruck : 

8.' .i,"=.(!Lr£0±ir|.+ (£?i:=^^ 

Diese Gleichungen linden unter anderm beim Pharao Anw«idung und 
bestimmen die WahrschäildicfaWit , da^ te eineh' Atzflg (Pil^)' zWd gfeiclj^ 
Blftter. >nBi. einer bea ti m nilw i Beiddhnii# ftdlM «mi^, «ofeav dM^oinöriier ein 
fiiatttttüudiesebfieMidhiMii«. mtmkiam^. .<8«s«tbt,l«8 id iiMlT k^ Bllülii«««! 



«It 

encUenen md der Banqoier habe nodidi iHnUlP'lB deF'HlJttlv^wMil'dte 
Wahrsf^MnUdik^iK dafs eio Pli^ lattea iwerde: . 






«. M» = (2^C(2r-2)(2r-3)+C2r-4)(2r4;5)+-.. .4.3+2.1], 

wenn in (8.) x = 0, y = 0, r = 4, rTO = 2fV *^ 2" gesetzt wird. Die 
in Klammern eingeschlossene Reihe lifst sich Wie' f^lgt sumniiren. ' Cs ist 

Ferner ist aus 409. Fg. 177 m. Lehre von deii aufst. Piiifc^. ' ' 

1^11 _ 2»!-» -f 3"-» +(2r-n3)i* =J ^^J^)% • '■ ■ 

Werden hefdb ' GleicbliAgeä fensatnmen^bk^ und das itfeisiiltat äurcil 2 dividirt, 
so ergiebl sich 

l»ii_|_3«|i+5'ii^....(2r-3r = 4^' ~. ' • • • .. ; 

DfeiWahtscheWiehlicitist ^Üo ans (».) 



i •; I » 






10. tö = tIt-i- 



Ist sdion ein Blatt von einer bestimmten Bezeichnung erschienen und sind noch 
2r Blfltter umzuschlagen, so iat in C^.)' a7=='l, rm — y=:2r, «=2 zu 
jfftlMi» n ni^tWAlWotMHillliphkei^s 4rAi e|||.PJi|4 B^s^bnipen: wM«» eii« «ines der 
4rti ,104k /A)»if8)lii .6MHcir..g9fi|U«» iM,.wM >: / ; 

.s|(sii|., I^ eipii^jkjli^inert« Reibe ist Reicht zp aan^inir^ ,pie.,Siinp9 i^y'"*. 
flem^jai* j^jUe,geflnch)* \\fj^ . , , 

' ! I ■ --.i ^ ■■■.!-.! ■■/I 14i-i . ■to!*kti'~-i) 



Sind schon zw^i Blätter von einer bestimmten Bezeichnung erschienen, so ist 
die WiBthrscheinlichfiLeit, dnJa ein l^Iie erscheinen werde, wenn noch 2 r Garten 
.umzusphlMen sindj, _ , : , 

12. w = -n r- .1 

Dieser Werth ergiebt sieb^ l^enn ^r^^S, rm—q=^'2r und «=2 gesetzt 
wird und die nöthigen Reduclionen 'gemächt werden. 

Sind noch 2r Garten ummMMAgl^n tind #t^ii '«ine vdn-flutton, etiTa dib 
unterste, als nicht mitwirkend heträcbtet, so ej^ebe^.sich auf Ähnliche Weise 
folgrade Wahrscheiidichkeitefl für die oben bezeichneten FflUe; und zwar, 



in 



tt 



4r-3 " ■ 
(2r-l}(2r^,aö' . . 

weno Ein Blatt erschienen 19^:.. 
wenn Zwei Bluter ersdii^en nnd: , 

Ycm p Urnen enlhilt jede an versdiiedeiie Kogeln. deren BeMdmnnnr 
art in allen dieselbe ist. Man nimmt ans jedw Urne eine Engel heraus. 
Wie grols ist die Wahrsdieialiehkeit, dafs die gezogenen Kugeln die gleiche 
Bezeichnung haben? 

Die Zahl der Falle, welche dem Errignib ginalig jM, iat m^ dmä 
von Ol yerschiedenen Zeichen kann jedes nur eine^i . gflnstigen Fall gehen; die 
Zahl aller möglichen Falle ist uif^. SKerans ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit 

'■ • i . 4 • ... • . 

16. W c= — rrs-' 

Die Bedhignngen sind -wie oben. Wie grols iA ^fie Wabrsdielnlidik«^ 
dafs nur Kugeln von zweierlei Zeichen erscheinen werden , und zwar ^i Von 
dem einen und 71 — Xi von dem zweiten .Zeichen? 

Betrachtet man Xi Kugeln von der einen Bezeichnung als ein Ganzes, 
und die von der andern Bezeichnung auch als solches^, so ergeben siöh so viele 
Kugelgruppen von zwei verschiedenen Bezeichnungen, als Vers^zungen aus 
m Elementen zur zweiten Classe gebildet NwerdtQ können. Diese Anzahl ist 
m(m — 1). Er wagt man aber, dafs die gezogenen /f Kugeln Von zweieriei Be- 
zeichnung so oft mit einander verbunden werden können^ als x^ unter sich 
gleiche Elemente Versetzungen von p — x^ unter sich gleichen Elementen ein- 
gehen können, so hat man, mit ROcksidit auf ($. 9. m. Comb. L.), für die Zahl 
der gflnstigen Falle: 

A _£^!Ix_ä'I^ • ' •■ . ■ '.' ' 

ßie, gesuchte Wfibrsi^MnSfUkett ist 4einMqh ,. v . . 



113 

Diese Gleichung gilt nor ''S0> itiige^ ahr »i indi^ — «i imter Bicb'üngWlck skidl 
Ist p — Xi = Xi, so «lassen di^. VersetEiiBge$, welehift. bei den Kngelgruppen 
von gleiclier BezeicIinuDg eintraten sollten , \aiisgei$ol^ossän werden. Die Zahl 
dei; gflostigea Fjllle i«t dann. - , ^ i r 

A g^'L •••- ^""* " . i- 

und die Wahrscheinlichkeit geht in . > 



• • t 






/■l 



ober. In diesem Falle ist /i = 3 or^ , also n eine gerade Zahl* . , 

"Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeil^ 
däfs Kugeln von. dreierlei Bezeichnung, Xi von einer ^ X2 von einer zweiten 
und a?3 von einer dritten erscheinen werdeu? , , . 

Setzt man die oben angegebene Betrachtungsart weiter fort, so er-^- 
giebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeil: . ; (V; 

Htef'lst Äe Bediiigtingsgletchun^: 'J5^i4"*a+^3^^P- Sind Ä#el ^ser Gröfseri 
Lander gleid^, so ist die Wahrscheinlichkeit .^ . 



# « «4 



i.X 



0(\ — yrt-»m^^ ' 






Sind, alle dveiigiekh^ so ist p^^^Ax uf^ m trgi^^ sieh..- i >:i) 



Werden diese Schkisse fortgesetzt^ se ergi#M sich InichC fSv 4te»W^^ 
adkeinUchkeit , dafs Kugeln von r verschiedetiet-Beziftiohniingetty ^ von ier 
einen, ir^ vodekier zweitefi n. s. vr. ersöbeineR werden: ' > r^i . ; .' ^ 

Bier Itt'die Bfedinfgon^sgleichung: / ' ^ 

Dabei 'kötiiieir die Zliblett, welche die Bezeichnungen iandeuienV selbM wieder ^nt^r 
einander gMlch seift und es kann die eine Art fimal, äSe andere 4mal ti: k w. 
vorkominemt« »Ottnms ergiebt sieb folgedde inUgeiMfftt <jlieSdHiiigV 



' I • 
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gemmAeü Bet€ktiakmBe jedes Wertk kW«, od seOst scn. SoIcb E^eki 
Yoa bster YerscUedesea Zieicfcai nd je eine erschciMB . w ist £e Walr- 
scfccialicUunt ns (23.): 



24. 



wie liebmoL Es ist leicU so sefceQ, da& fie Yorstebenden ffleidnagea ancli 
die WabrscfaeiiilicfckeiteB fnr den FaD «isdrtdK.eii , wo mir eine Une yortum- 
des ist and man frnud ans ihr eine Kogel zieht, die nadi jeder Ziehung 
in die Urne corfldigelegt wird. Der Ansdmck 



26. 






giebt die Anulü der Groppen, welche entstehen, wenn iae YcrsetznngHi nüt 
Wiedetholiuigen ans m Elementen zur /rten dasse gebildet wardoi, w#ritt 
Elemente mit derselben StdIenzaU eh- oder BMhrtreipal vmfconinie«, nnd MMik 
also eine Aufgabe ans der Conbinalionslehre. Die Bedingnngsgieichnngen zn 
(23.) gelten auch hier. 

Die Gleiebonge» dtesna Paragraph .t fndan spiterUn manfhinffi Anwnn« 
dnngen. Insbesondere gewähren sie manche Anwendnngen aaf nnaer Zahlen- 
system. Dieses System beruht nämiich aaf den Ver^etzongea mit Wiedo*- 
belnngesnia dm £leto«Mi Q^ 1, 2^ 3; 4, 5, 6,.?^^ 9 m den voMliedenen 
CXassm^ nnd weiahl tntf duin duirpn ab^ . dafe das Zeicheti j^Ai gaaehnetei 
wird, wenn es za Anütnge und yoc wiem der äbrigen Zahlifm<Aan ein- oder 
mehreremal, oder allein, stehen wfiede. Das Zahlensystem ist onstrritig eine 
der wichtigsten Entdecköngen im Gebletf Äen Mathematik, die am so »nnreicher 
ist, weil das System anf so einfachen PrincipieA b^nht and .die ^t40ak«|g, M 
graner Vorzeit gemacht , . der Wissenschaft s» Yiele Jahrhonderte voraneilte 
sod.aU ein Yem^hüiib eines grafsm Geister so iimgo veraiiitalF ind.Ye^»aiart 
di ftand^ bi« ßßgf^ug/iht die gj^%epde^ Stelle ana4wewM. D^ Effindw 
ist nnbekannt; yiäki^ §fibf^ di«KnUl<vcMnffoiBehf^rafi»Genma^ wei» 

sie die Krftfte des Einzelnen fiberstieg. Diesig Vermuthong gewinnt an Wahr- 
seheinlicU^ell, »ventt pUM ; ddh^Versodi ^dbimod^ ein Zahlensystem zu sdiaf* 



(.! 



tm 

« 

schöpferischen Geiste mifslang. '•' •'' ' '» ' v<'>iv/ 

Die Menge der Astelfiff^y^aUeü^itfgiebtAsich.i^cht, wenn man be- 
merkt, dafs nur 9 Zeichen die erste l^telle einnehmen ,, an den folgenden Stellen 
äler arie Zeichen öhiie'tJiiterÖchied erscÜeihen könheii! I^ie lät ''' ' '" ' ' 

,, ,., .: ,26... .j[.==.,9P:to,_i,,^,.,^,..yr-^==9,-i/)j,-'M ■ . .,.: 

Die Meng« «Utfs Zttbl««:« W#lcb».4l StfiUei.nndiveAilger imben Matten, Üst; - 

27. ^ == P'[0, 1,2,....9]"— 1 = 10--1; 

denn die. Cfrappe, in welcher das" Reichen .0 "als ein nfacnes erscheint, dient 
nicht als Zatil. In diesen STahlen .Erscheinen die Ziffern, zum Theil wiederholt, 
zum Jheil auch nicht. - ^ v^ 



k: 



in einer,Ur«e..9tod «%.nw^^ irt die 

Wahi^oh^UiIicI^eit^ eine ^ahl zu ziehen, in welcl)er keiii^ JAfkr w^eji|erj^oU ist? 

dafs auf ^4*r .ej^ten ßl^p^nur cpif ea. <ler Zfhlzei^ef|.,H^,»,^^ ,; .y% j^f den 
folgenden n— 1 Stellen ;we4pf df^g^e4 Aoph e»ot ^er^ü^rigpn ergänzendem 



Zeichen wiederholt erscheinen darf. Sie, ist 



28. A = 9.9*-'»-^ 

Die Zahl 'aÖ^r ' mögÖ^n ^äÜe ist m ^tSßi) mgegelien, Öie^ Wahrscheinlich- 
keit ist . . . , 



29._ •i,>=^^^. 



I • - - 

- 1 1 



Die Wahrscheinlichkeit, unter den genannten Bedingungen eine Zahl aus den 
»zifferigen zuziehen,' wenn Wenigstehs* eine "Zfflipl" wiederboK ersdieint, ist 

aus .(29.) . . 

30. 10 = 1 — n,»-i = .10*-« ,!,y ; I 

n kann sich in dieser.. Gieiohiyig.pchl aber 10 erbeben. 

Die Wabrs<Aeinliphkeit, ans ,e|ner' Urne, die n Z^ern und weniger 
^thät'„'eJne*U ?>ehen, ii» welcher keine Ziffer' wiederliioli erscheint, ergiebt 
sich", wenn man in (28,) h der Reihe nach = 1, 5, 3, • : . ^ .« setzt und das 
Resultat durch (27.) divldirt. Sie ist 

' '31. -.».«= 9.-^ 



l!')!.! 
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13. *c = (2F^f|jjR[(2r-3)''^'+(2;-5yM+.... 5»i-+3*«-T 



4r— 3 



•I 



•\ . •'•,«. { ■ t ! .1 



... , . t2r-lj(2r-^' 

wena Eia Blatt er^cbieo^n. ist : 

wenn Zwei Blatter erscliienen tpiid : , ... 

15. IT = TT Jxgili^ C^-*"^) =5* n T"« • 

(2r— 1)^»^)^ ' 2r-^l • - i 

Woa pVmeix ^nthalt jed^ myerscl^edepe KvcelUi derepHezeichimn^^*- 
art in allen dieselbe ist. Man nimmt ans jeder Urne eine Kngel heraus. 
Wie grofs is( die lYahrscbpiwIichkeit, dafs die gesogenen Kngeln die gleiche 
Bezeichnung haben? . 

Die Zahl der FfiUe, welche demiBrrigaiis ginBlig Ai^ ist m^ Amn 
von Ol verschiedenen Zeichen kamt jedes nutr eine^ . gflnstigen Fall geben; die 
Zahl aller möglichen Fälle ist tm^. Hierans ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit 

t ■ • , '1 ■ 

<Bie BedfaigUBgeti sind ^e oÜeii. Wte grofi ist ^ Wahrscdieinliehkät, 
dafs nur Kugeln von zweierlei ZekAen erscheinen vt^erden , und iwar «i Vtm 
dem einen und /i — ^i von dem zweiten .Z.eiehen? 

Betrachtet man Xi Kugeln von der einen Bezeichnung als ein Ganzes, 
und die von der andern Bezeichnung auch als solche!^, so ergehen sich so TieTe 
Kugelgruppen von zwei verschiedenen l^ezeichbiungen , als Vers^zungen ans 
m Elementen zur zweiten Classe gebildet %werd#Q können. Diese Anzahl ist 
f»(f/i— 1). Erwägt man aber, dafs die gezogenen ;i Kugeln von zweierlei Be- 
zeichnung so oft mit einander verbunden iverden können^ als ^i unter sich 
gleiche Elemente Versetzungen von ;i--ar| unter sich gleichen Elementen ein- 
gehen können, so hat man, mit ROeksidit auf (§. 9. m. Comb. L.), für die Zahl 
der günstigen Fftlle: 

]E)|ie;g98uc])te iV^fibrsi^nnKfhkeM Ist 46MMM}h 
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u !•■ .' 'V ' I )« 
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Diese Gleichung gilt nar 'scy laäg«) al» »i iddi /> » 4?! onter sichr'ängl«^ sfHdi 
Ist p — a?! = a?i , so viQssea di9> VersetEimge^ ^ w«l6hA Ikei den Kagelgruppen 
von gleicher Bezeichnung eintr^n sollten , ^aüsgedoUosstftn werden. Die Zahl 
dec gOiwtigen FlUe ist dann. . : ■., \ ... 

und die Wahrscheinlichkeit geht in 

über. In diesejn Falle ist /i == 2 ^i , also n eine gerade Zahl. . , 

', '^Die Beding^ungen sind wie oben. Wie grofs ist die \yahrscheiiilidüiei^ 
dafs Kiigeln von. dreierlei Be^eicbnüng, jr. von einer!, x^ von einer zweiten 
und a?3 von einer dritten erscheinen werden? , ... 

Setzt man die oben angegebene Belraditungsart weiter fort, so er- 
giebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: .. .r,-- 

■ IQ ^ \ pP'-^m^l-» ' 



/ . 



•.I 'i, . « . ' ' > 



HfeT'lst idte BedingTiogsgIefchun^:'vrx'f ärj-f sbj =!=^. Sind zirel- dieser Gr6föeä 
Lander g)d<^, so fäl die WahrscheitUichkdt • 

. .■» i' ' • • • ' * « »■ « ^ • . ' • . ■ I » * ^ • . ' I • 'i * . * ' • 



20 •/, — yM-im^t^ 



Siad. ttile dveii glMeb^ so ist fi.^=^^s> vofA es ti^ekt^ sieh : : * i't) 

21. M? — ^ 



. ^ I 



> •«> 



< • • 



Werden diese Schlosse fortgesetzt, se epgiebt' sich Ui«h( ft»id)«>W«fcr'^ 
aekeinlichfceit, dafs Kugelä von r versehiedetien BeztichmingeH,' «^ von «lei' 
eteen, x^ vod eider zweitMi a. s. m. ersöheineii werden: < < ''<i 



• t 
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Hierltt die B6dhrgtingsg!eichaiig:' 

Dabei' köniiMl' die Zlihleii, welche die Bezeiebnnngen andeuten, se{i>£^ wieder^'untdl* 
•Lander gMIch sieifli und es kann die eine Art f| mal, die ändert l^mal' Ü. k w. 
vofkoiniiiem<> >fl>miQ9'ergiebl sieb folgeiKde kiig^iMtne €rlie/kMiig :' 
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hat. Dem A fehlen noch r, d^^ B m Pfir^eto 9 zq geyrinpto^ Sie . kommen 
flberein, das Spiel nicht fortzusetzen. Nach welchem Maafssube soll die aus- 
gesetzte Summe unter A und A* vertbMlh #ei%n ? ; } 

Die Gleichungen (1. und 2.) geben hieri^er Aufschlufs. Sind %. B. 
A und B übereingekommen , f flhf Spvele ' m machea ^ and soll Derjenige die 
ausgesetzte Summe a erhalten , welcher in drei. Spielen Sieger bleibt, und setzen 
sie nun das Spiel nicht w^itei;^ fiart, aachdem ein Spiel gemacht ist, worin A 
Sieger blieb, so ist der Anspruch von^ auf die ausgesetzte Summe ^a, und 
der von B: ^a. Hiebei ist die WahrseheinHcbkeft > f Or Jeden, im einzelnen 
Falle zu siegen, gleichgrofs, also =^ angeMmbei* und iil iAM GtrieUngM 
(1. und 20 r = 2, s = 6 gesetzt- \, ^, ^. •-. " : ; i | a 

Der Rflckblick auf die Paragraphen 21. bis 2^. zeigt, dafii die dort be- 
handelten Probleme zusammengebiren ; Wüwt^ek sie ^c& hier zusamarangestdlt 
sind. Die hieher gehörige Literatur ist in diesem und, iem vorigen Paragraph 
angegeben. 
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In einer Urne befinden sich rvei^chiedenetCugel -Arten und von jeder 
Art m verschiedene, aber auf gleiche Art bezeichnete kugeln, p Kugeln werden 
einzeln herausgenommen und die gezogene Kugel wira nicht in die Urne zurfick- 
gelegt. Wie grofs ist die Wahrscheinlfchkeit, dafs gerade s Kugeln von einer 
oesiimmten Bezeichnung nach einander erischeineh weraeh? 

' ^ Die Anzahl d^c Ku^elgruppen, welche ein bestimmtes Zeicnen haben 
und i» Kugeln in sich jiegreif^nV ist r*^"^*. ))iese Gruppen können von der 
erslßu,, oder zwejten, oder dritten u. s. w. oder von der (p — ^^^-ilien 2ie- 
hung an erscheinen^ also p — s-^iind. Jede dieser Kugelgruppen kann so 
oft. erscheineq, als .sie (als iSanzes belr^ch'leQ Von Kugelgruppen mit anderer 

^ ' • ' \j '• -'JL. 1. ^* ' ''Li '«' I f'i*"l 

Bezeichnung auf den flbrigen /? — «\$teuen, sie mögep folgen oder vorangehen, 
oder theil weise zugleifih folgen und vorangehen,', begießet werden kann! Hieraus 
ergiebt sich, fflr die' aem Ereignifs .günstige Qruppen- Anzahl:'' '" 

Die Zahl aller möglichen FäDe ist (rw^^A'-'D^enn ille ^ahl de? in der Urne 
enthaltenen Kngeln ist rmJ Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

. 4 . _. (p— ,4-l).|i»M(mr-r)'^-» . • » .. . 

•|>H. ." IL-.--. •.'. ..l»; ■ <fl.:»^= 1 . I. ...'■ ii^kj||i.i!'.!l lll't Jin.l/'.: ». ii...r:*l ". / 
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Aldügttiilftii jifld l¥i0> die«; fiü mU iMe WabrsolMiisIkaikeit be-t- 
vMMtatiiirardMs dMi #Sugoh^* t^ffMgifleiii Jbesiknintea Zieiobäif^j' hiii(«)petiiimd0r 
gerade 4witeiMl' enrieheiiWd^ 'Wcid^ ii->i) '^^^ i-^i'! fi-n-^ M •'!>.! (>< .ü-H' 

^ ' IMe^-ZaU ^v ^ngdgTVppieii^ Vi^i* de^.Dif^tpsjon .9^ . diCj, dasgeJI»^ Zeichen 
baben, welches s vorher M*schieiiieiia«vKugeln schon hatten, ist '^ ^ 

Diese Knppelgmppen , welche in 2wei Fartieen getrennt undi'daMI akr QmBH 
ersdieineft eoHeii^, kAW^^ ^P • ^^ • ^ffT^ornfnes^ , ^ als , sie /^ — ^ 9s\',2 Sitßllen ans- 
fQlIen oder die Zeraibrcwing in p — 2i-f2 Fächer entgehen können. ' ttiese 

Ansah! ist nach $.41. meteer 'CfefWbi lfeh»ii \ ^^ ^ ^ ^ f^^P^i\ Aüfterdfeih trettfik 

Mit jedei' elft2leltf^ GHippe 'aid''i\e}khik^ii anderer 

feiet%ii9iniing #ittd ond^ die iOMg^ft' ;i^-^ Wmem^'Vih 

AhkM der gttblfiiati Grdt^V^n'y dbiatitt^ '»••» "•^'''* • ''•'''*• »^■'^-=''» ^ • . •»^* - 

nnd'df&^lffeWÄtö-^VlWir*^ ü 'h;,.!.-;'. nJ: .• -un;!->.A n- '•!••■ 

Wtrdtai ditteuSoklOffMi for^teaW^iJi^iiirgjffak <i» WfchrstMiJliiMrall> 

da&r^-^Kigalfti^vQa^MifrkaftiiimtteniZflichmJu^ «fenailiiiter 



1 1 I 






I .. . . .,., f 



4m oMn. giMuil*A^>Bedingiuiig«»i«m^aiiidD yn * ' 

^1 .::•;.! (.1) v^:^^-~' '• ^^^"* :*• '" ' rt^^r)«*^' ..li ■ -Vit; 7 tcl' / 

Hiebei ist vorausgesetzt, dafs eine Kvgel von der bestimmten BezeibllBiai^ ift 
den flbrigM,;^^^« Ziehnng^f qicht i^iehr «ricbein«. m ^ 

Die Wahirsdieinlichkeit, däft das fragliche Ereignifs unter den genannten 
Bedingungen wenigstens dlbmii^ntihelleii' ^efrdev etf^Al siclit äiis' (3^.) leicht, 



4. w 



.r' 



I »^— ■ . « • I U I« I ■ «-^ • • • • 

JPI!<WP '^P'fi W^ *^» W°» .SW P^ 



HC 

1 

wenu Ei9 Blatt ergphieneiik ist: , . t .i 

wenn Zwei Bl«lle^^eYSc|u^n^,^n^:^^ ,.., ^ ^ ^^^ ,/ ^^ ^^ ,^. ,^ , ., 



Van p JJmm fjPfhätt i^d^ m y^r^p^e<I«;|i6. Kugelig, rj(l^jep BOT^ichmin^^* 
art in allen dieselbe ist. Man nimmt aus jeder Urne eine «Kugel heraus. 
Wie grofs is^ die /^Vahrgfib^nlichkeit^ dafs die gezogenen Kugeln die gleiche 
Bezeichnung haben? 4 

Die Zahl der Ffille, welche deita iBr^gnife ginBlig aÜBdivist », denli 
von Ol verschiedenen Zeichen kanlä Jedes nu^ eine^ . gQnstigen Fall geben; die 

Zahl aller mögtichen Falle i9l ^ü^: Bieraus ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit 

j ' ' ' "1 .'.'•<• I • 

!. i t ... I •. S4 - • • • . » ^ , i >• . ^ '• . , ■ » 't ,. » .1 

!*' iBie BedHtgtmgeti' Bind Wie oÜeh: W^ gi^ofs IM ^ Wkhtiob^nliebkd^ 
dars nur Kugeln von zweieriei Zeti^eii eftcbeiheit vi>erdeii, und isw*r ^^ Vm 
dem einen undtii-^^ri von dem zweiten Zeichen? 

Betrachtet man Xi Kugeln von der einen Bezeichnung als ein Ganzes, 
und'diä Von 'der anderia )ßezeichiiun^ an6fa als solche^,' So ergeben siöli soTfdTe 
Kugelgruppen von zwei verschiedenen fiezeichtningen ; als Veriseflzungeh aus 
m Elementen zur zweiten Classe gebildet vwerdtQ können. Diese Anzahl ist 
m(m—l). ErwSgl man aber^ dafs die gezogenen ^v Kugeln von zweierlei Be- 
zeichnung so oft mit einander Verbunden ^y^erden .können^ als i^i unter sich 

ersetzungen von p — 2:1 unter sich gleichen Elementen ein- 
gehen können, so hat man, mit Rdcksicht auf ($. 9. m. Conib. L.), für die Zahl 
der günstigen Ffille: 






fiiergfÄUcble f\Y<*rsijb«nB^ett |st 4e0ß^ .. - j x • . >< 

ir. -w — ^x,|i .p^iii p.. 



!l.' .. * *:M; • I 
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Diese Gleichung gilt nur ^scyifiinge^ al(r Si ixni^p^a^i ottter^^hf^ongiejek statu 
Ist p — Xi==^Xi^ so «ifissen di^* VersetzimgeA ^ welth<a. jhei den Kugelgruppen 
von gleicher Bezeichnung eintr^n selben , .rasgedcblossön werden. Die Zahl 
der gOivb'gen F4Ue ist dann, i 



• i • . 






* ; • • , I • • • 



• t « 



...I 



r" -1 

and die Wahrscheinlichkeit geht in 

Aber. In diesem Falle ist /i = 2 ^i , also n eine gerade Zahl, 

'Die Bedingungen sind wie oben. Wie igrofs ist die Ayahrscheiqlidikeit, 
dafs Kiigeln voa dreierlei Bezeichnung. Xt von einer« X2 von einer zweiten 
und x^ von einer dritten erscheinen werden? , , . 

Setzt man die oben angegebene Belrachtungsart weiter' fort ,' so' er** 
giebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkell : . ; .r'.; 

Hte^'lst Äe Bediagiingsgleichnn^: 'ari 4- iPj+*j =p. Sind zii^ei' dieser 'Größen 
Handel» gMtkt, so ist die Wahrscheinlichkeit ' ' - 






j ^ I 



Sifid/alle dieii|[leieh^ so ist pii=^*3x^ uf^ es ^i^ekl sieb.; '>'iVi) 

Werden diese Scfatfisse fortgesetzt^ se ergiriM! sieh liiehl; fSv 
aeiiieinlichkeit , dafs Kugelii von r verdchiedeneK'BezeichmingeHy ^i vtM ilei* 
eiiien^ x^ vodeider zweiten n. s. w« ersobtfineB werden: ' ^ ^'^i > ' / 

Hierlst'die Bedisgttngsgleichung:' . : ..j i ' .- / 

Dobetkönn^ die Ztiblen, welche die Bezeiehnungen andeuten, selbirt wiede^'utitei- 
•iüandei* gi^kh seisi und es kann £e eine Art f| mal, die andere iimA tii k. w. 
vcfkommeiiii' '(Dnnnis^ergiebl sieb folgenide kUg^inretM <Tk4e^iig:' ^ ' ' ' - ' 

.'4.:. • .1 ;//•»■ ' ' mpM' • •■ "•' '''i- -'"i||«m!' ' '- ''i '>»'* *'' 
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R«te«»40 mt äte . B0f)in8iing«^l»H)l)u^eif für ^ ^kise Formel; 

Die Gröfsen f^^ t^^ h^ t^ und x^^ x^^ x^^ x^ können uiMer dei* 

genannten Beschränkung jedcffa.Wertli haben, uqj^ selbst sein. Sollen Kugeln 
von lauter verschiedenen Zbichen utid je eine erscheinen , so ist die Wahr- 
scheinlichkeit aus (23.) ^ 

wie. bekannt. Es Ist. leicht zu se^eq, daf^' die vQf stehenden Gleicbuniffen auch 
die Wahrscheinlichkeiten für dehlFall ausdrücken, ,wo.nur eine Urne Torhan- 
den ist üiid man fymal aus ihr eiiie Kugel zieht, die. nach jeder Ziehung 
in die Urne zurtlckgelegt wird. Der Ausdruck 

giebt die Anzahl der Grupp^ä, iwelche eitstehen^ wenn die Versetzungen mit 
^ißdfSPhQJ^ilg^n' fvis ; jw Elementen zur /iten; Clause gebildet wqr4(0, Mr^n 
Elemente mit derselben Stellenzahl ^117 •^^Qder^nfitbv^eqial vorkomme«) uii4.)<iM( 
also eine Aufgabe aus der Copobiiu^lionslehre. Die Bedingungsgleichungen zu 
(23.) gelten auch hier. .,/;'" ,. t > r 

Die Gleichungbori dlMarParag^ihsi £n4m\ späterhin maneheriei Anwen^ 
düngen. Insbesondere gewähren aie' dranche Anwendungen auf unser Zahlen- 
system. Dieses System beruht «amlich auf den Verletzungen mit Wieder- 
holiingefiIiaiifiid)etoii91atotoM;ih.l<y'2>:3v»4*^ ^^9^6^ 9 bu den versdliedenen 

€li8«m, wd M^eiairtiM« :d«ri« duitpit al^Mliaf^ ^^ Zbkheh Q iucht gMchrielite 
wird 9 wenn es z\x hxifAJi^f\mA^%mwi^n der tybt igren ZaUiieicheB em-r ;od«ff 
mehreremal, oder alleiii,.,ptehen wftnde. Das Zahlensystem ist unstreitig eine 
der wichtigsten Entdeckungen' im Gebiet^ dein Mathematik, die um so sinnreicher 
ist, weil das System auf so einfachen Principieo, berukt uq4\4lf^^Dt4(l^knig^ M 
grauer Vorzeit gemacht,,^ der Wissenschaft soiTiel« Jahrhunderte voraneilte 
mj(|,,ate.WRy^.?ffi<tebtnifs i^ineft.^TOfft^jG^te^ ^a Iqnge veT^toeft wA.vef^^aiatt 
4« staodt, bis Q4.gff^i«iihr(..4J|^A gj^Otvrepd^i^SftfiUe m^mwe^Mk, J>^ Eiffindeo 
ist unbekannt:; HfirMl««^ «i«d^tdi9£^^^ngolBe|V«!Vih(^ weilf 

sie die Kräfte desi pnzelnen äberstieg. Dieu^i^ Vermuthung gewinnt an Wahr- 
scheinlic^ell, |i¥entt^|iilito 1 diTnTVerf uek rArcbimedqs,. efii Zahlensystem zu schaf- 
ft 



r 



schöpferischen Geiste mifslang. '-J .:'!?:) ' ^^S.i// 

Die Menge der iistelHj^^^^^ahlea irgiebi .sich. lischt, wenn man be- 
merkt, dafs nur 9 Zeichen die erste Stelle einnehmen , an den folgenden Stellen 
ater afle 2eiciien bhrie Üiiterä^6^^^ ersfelieihen könhett! Sie ist '' * '» ^ ' 

, ... : .26.. .^.== gp'io, 1,2,.^,.. yr-» = 9,.i,()|-'.. . 

Die Meng^ alldr ZaUwii W^lch^.n StoUei . and we«%er li«]^ Mntten^ Ist: 

27. ^ = P'[0, 1,2,-..- Or— 1 = 10" — 1; ' 

denn die Gruppe, in welcher das Reichen .0 als ein nfach.es erscheint dient 
nicht als Zahl. In diesen Zahlen »Erscheinen die Ziffern, zum Theil wiederholt, 
zum Theu auch nicht. 



' ' *t ' ' • *J '\ ' ' • , ' 'T ifk Y , 

..In eiaer.UFne. sind al]le-nzifferig?n Zahlen ,eAtt)pIteiki Wie .grols ist die 
Wabrsoh^inlichkelt. eine Zahl zu ziehen, in welcher keine ^iSer wJederbolt ist? 

,. Wci Mwgj» der g^sJt»^ z;iaUeii . fin^t; «ch^ v^pii .foa^. bfnoe^t, 
dafs auf ^4*r .eisten .ßl4rfle,nur eii|ea der Zahlzei4^e||,,H^i,JiJ, .;; ..% ^f flen . 
folgenden n— 1 Stellen ;yfei|f9r df^a^selbe^ nopb eHie& ^er^^rigpn erg[flnz^nda|^ 
Zeichen wiederholt erscheinen darf. Sie. ist 

28. A = 9.9"^^i-^ " 

Die Zahl *afler'mögiibfe*^a Fälle ist m ;(260 angegeW Öie^'l^ahrsciieinlicb- 



29. w ^^^ 






•' • l. -.,. - - • * 

Die Wahrscheinlichkeit, unter den genannten Bedingungen eine Zahl aus den 

nzifferijgen znzielieii, wenn wenigstens* eine Zffielr wiederholt ersdieint, ist 
aus .(29.)' ■.' ' ' . • ■. '■ ■■ •'; ■ •''"•'; 

30. w = 1 jü"-* ^^ ;i0/*--* ^1^ ' } 
» kann sieb in dieser, GMebniig. Qicht fiber 10 erbeben. 

Die Wabrsc^ieinliphkeit, aus einer Urne, die n Ziffern und weniger 
^tblUt« eine fsu ziehen, iii welcher ^eine Ziffer wiederholt erscheint, ergiebt 
sich, wenn man in (280 » der Reihe nach == 1, 2, 3^ . ^ . . n setzt und das 

•*J' ^."^ •« ,. ..».».1 •! •_» 

Resultat durch (27.) dividirt. Sie ist 

' 31. .»..«=9.*^ 
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Qi^^llTfüirseheiiiUcbkeitr P«^e ^Z^ m. ziehen, wel«^^. wenigstens eim ZiQw 
wiederholt enthSlt, ist 






»•' • ; s • 



10" - 1 



So ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne^ in welcher sich die Zahlen von 
1 bis 100(X) einschliefslich befinden, eine Zahl mit lauter ungleichen Ziffern zu 
ziehen, 0,5274; die, eine Zahl mit WiederWten Ziffern zu ziehen, ist 0,4726. 
Bei den'^Zahten ^A 1 bfe 100000 sind die»e WahrteheiAliohlieiteii 0^3240 
und 0,6751. 

In einer Urqe sind lauter n stelliffa Zahlen enthalten. Einmal wird ge- 
zogen. YVie,^rafs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der gezogenen Zahl gerade 
tn gleiche Ziffern vorkommen werden? 

Die Zahl der günstigen Fälle finden sich, wenn alle itslelligen Zahlen 
in solöhö eingelheilt werden,' In welchen nut* die Zeichen l,!;, 3, .. . i 9, und 
in solche,' ih welchen dieselÖen mü inVerbindiing torkommen. Die Zähl der 
PSlIe,''lll welchen irgend ein Z^eichen geratle mmal wiederholt, <Ke übrigen also 
' niöht vdederholt erscheinen', lergiebt sich aus (10.), Wenn matt /»<=<», -Xi-^^^tk, 
fi=t,' ifi=^l, /j=irt — »•; «1 = 9 setzt. Sie tot 

. jj .j^^^^jj^d.^s^ Reichen eingefährt^ so jst zu bemerken, dafs es nie die 
erste Stelle einnehmen kann. Es kann daher nur auf den n — 1 letzten Stellen 

I r* V 

als fifaches erscheinen. Diese . Anzahl ist 

. . ^2 — ^m|l .p- m-lfl '^-^ 

» '.* .» * >• *i~» «1 » ^4 • . ' . . .> •»>*,.• . . 

tIieranj.j3p|Uiqfs|t.$i<Ji di^ Meijge der Zahlen, in welchen das Zeichen, welches 
die erste Stelle einnimmt, n — Imal mit sich selbst, zugleich mit und ferner 
mit den übrigen 8 Zeichen- zm^ Ergänzung bis auf n — 1 Dimensionen in Yer^ 
bindung treten kann. Sie ist 

. • Jli'^ »V i» • f ■ .■ :*\ * tj' . t, ', , , , • 

Hiezu kommt endlich die Meng;a der Zahlen ,. in welchen das Zeichen, welches 
die erste, ßtell^ einnimmt, nicht unter den folgenden 'vorkommt, sondern ein 



anders der übrigen Zeichen als mfaches und das . Zelclien als Einzelnes. 
Sie ist 



117 

Die gofuc&tiB ^alieadi«iiiU6hk«il ist 

... (,»-l)*^H» hn-m-ll-l I (H--l)"-'l-V ,,_„|-x1 

Tl»i-l|l.l"-m-JH'-^ • Tli«|l,l»-«-r!>U ■' J*. 

Sind in einer Urne die Zahlen' von 1 l^is lOOOOOO einscbliefsliofa enl-^ 
halten, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine Zahl zu ziehen, welche eine und 
dieselbe Ziffer gerade dreimal enthält, 0,097533. Sie wird gefunden, wenn 
man in (33.) n der Reihe nach == 3,; 4, 5, "6 setzt und das Resultat durch 
tO^ diridirt. Man kann 1 gegeü' T wötteh, dafs unter 11 Zahlen eine gezo- 
gen werden wird, in Welcher eine Ziffer g'erade dreimal vorkommt. Hieraus 
Ififst sich leicht die WahrscheinIfcliKeit finden , eiiife Zahl zu ziehen , in Welcher 
eine Ziffer höchstens oder wenigstes .mmal vorkommt u. s. w. 

§. 26. 

4 > ' » 

In einer Urne befinden sich m .verschiedene Kugeln. Ks wird /imal 
gezogen und die gezogene Kugel wird nach der Ziehung in die Urne znrflck- 
gelegt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade k bestimmte Kugeln in 
einer bestimmten Ordnung bintereioaniler wenigstens pinmal ^racheinm w^rfl^n? 

Es sind ik Ziehnngira nöthig, dälmit! das Verlangte in Erfüllung g^e; 
denn die oben bezeichnete Kngelgruppe ist als ein zusammengehöriges Ganze 
zu betlräehWn.' Diese (Gruppe kann nun in A: Ziehungen erscheinen, welche 

• • • _ 

ttm ief- erstich, oder der' zweiten ,' Mer der dritten Ziehnng etc. an gezählt 
werden. Dies gid)t p^k-^l Fälle. Jeder ehizehie Fa}^ kann mit wt^ 
Gruppen in Verbindung treten, welche vorangehend oder Teigen, oder gleich- 
zeitig vorangehen tind foljgen. Die Zahl der daraus sich ergebenden Fulle ist 

1 • ' • I e • , 
., ,/• .1. . I ' ' • ■ .1. . . » ' ... 

Ist auf diese Weise die (A-;[;l^^,^od9^.^eine spätere Ziehung geschehen, so sind 
k und mehr Ziehungen vorausgegangen , und damit kann möglicherweise eine 
Gruppe von k Kugeln erschienea sein, w;elcbe die angezeigte Eigenschaft hat, 
und eine zweite oder dritte etc. kann folgen. Von der (Ar 4- l)ten Ziehung iiii 
ist die angegebene Zählun^^rt unrichtig.. Es mflS9.ep diejenigen Fälle wieder 
ausgestofsen werden, in welcheo die fragliche Kugelgruppe zweimal erßcheinejQ 
kann. Das wiederholte Eintreffen einer Kugel^|ru|)j>e nimmt 2 ft Ziehungen in 
Ansprach. Dann bleiben nQc|i p — '2 k Ziehungen fibrig, in welchen die beiden 
einander gleichen Ktigelgruppiefi alle möglichen Stellen unter sich einnehmen 
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können. Die dadurch bedingte Zerstreunngis^Anaahl itt nach C$. 41. No. 131. 

m. Comb. L.) =' ~ ^^ - dennfcwei glekte Elemente werden in p— 244-2 

Fdchern alle mOglicben Stellungen annehmen. . Jeder einzelne Fall kann so 
oft vorkommen, als in den äbrigen m — 2 k Ziehungen Kugelgruppen auftreten 
können. Die auszußtofsende Grippen -Anzahl ist , ' 

^2 — pii «^ 

Diese Schlufsweise bleibt richtig, bis die (2A:4;l)teZi^ung gj^schehen ist. Von 
da an müssen dieselben Schlosse auf das dreimahge Vorkommen der fra^chen 
Ku^elgruppen angewendet, die daraus bervorgehend^e Zahl mufs auf eine ähn- 
liche Weise bestimmt und von A2 selbst mufs wieder ausgestofsen werden. 
Diese Anzahl ist 

A _ fi»-3Hiyi^ ^t 

Wird diese Schlufsart fortgesetzt, so ergiebt sich fflr die Zahl der gänstigen 

• • • ' . ' 

Ffille, die wir durch A\ bezeichnen, folgende Gleichung: 

W!rd durch mJ^ dividirt, so findet sieh für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

2- *^ = —^ — : wa^ + i'i»«" i«u^4 + • • • • 

Bleiben die B^ingungen wie obeuji und soll die Wabrscheinlidbfceit bo* 
^timmt werden, dafs sämmtUche Kugeln in einer be^nunten Ordnung jhinter 
einuider in p Ziehungen wenigstens einmal ersc^einfen . werden > . so . ^itgiebt 
s|cb aus (2.) 9 wenn man ^===^m setzt: 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafb ^ bestimmte Kugeln in einer bestimtnten* Ordnung hinter einander wenig- 
stens' rmal erscheinen werden? 

Das erwartete Ereignifs kann eintreten, wenn rA Ziehungen gemacht 
sind. Diesen rk Ziehungen können p — rk nachfolgen. Da nun das Ereig- 
nifs rmal wiederholt eintreffen soll, so kann dies so ofl geschehen, als r Elemente 
In p — rk'\-r Fächer zerstreut werden können. Die Zahl der dem Erwar- 
teten gänstigen FaHe ist demnach: 
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^flhtist ßQ lange richtig,;. bis. ; die mrte der dem Erwarteten gfinstigm 
Ktigelgn^pea xm k SteUed zfliÜcli^^aQfct; ist, oddr bis k ZiehuAgen hiaai*^ 
gekommen sind. In diesem Fall kann das Ereignifs schon einmal yoMuige?* 
gangen sein. Es tritt sofort ebe weitere gädstige JSiugelgruppe vor. Die Zahl, 
welche durch dieses Vortreten bedingt wird, mu& bestimmt «nd abgezogci^^ 
werden. Während nemlich die fraglichen Gruppen von der (A:-f- l)ten Ziehung 
an eintreten. find aH^ möglicfaen ^tellmigen einnehmen, kann die(r-f l)te Kngel-" 
gruppe vortreten und mit ihnen alle möglichen ^Stellungen einnehmen. Es ent- 
stehen htedurch die Zerstreuuqgent ven^r-f-l Elementen in /?— rAr— Ä-j-^-f 1 
Fächer.. Damit yerbinden sich alle möglichen Kugelg^uppen zur {p — rk—k)\m 
Class^. Die auszuscheidende Gruppen -Anzahl ist ' 

Werden diese Schlüsse weiter fortgesetzt, sq «rgiebt sich die von Ä^ weiter 
auszuscheidende Gruppen -Anzahl. Sie. ist • 

' ' ' " ' A 6-(r+2)fc+;-f-;o^+'M _^,4.,,t 

A. ^> w. Dfe^ dem Er^ignfft gfiinlljg« ^G^>peii'- Anzahl \Al) ist 

,'^- . -f^i- pp *?r.. — n: — iw>it ■ T"^ ■) 

Otie/gesw^i} IWi^sKiheiilichkeiL U^ ; 

Mtli siebl 'ittcht, .^dafii die • GMchmigeii ^ Qk wd A.) die i^itter« Glieder der. 
Gleichungen (l.und2.) in sich begreifen^ Sie beginnen mit dem rten GKede 
von (1. und 2.). 

Durch die Gleichungen (4. xini'J5.y:Msi sich auch folgende Frage be- 
^tworte«. Wie, gpfftfr i^t.jdw. W«hrs<ApiÄ|iq|*«it, dii(^ tmter de« obigen Be-* 
diagwgepiis b|esj^liu»t9 Klügeln in «iqflr.ii«»»^^ in p Ziehungen 

wewigf tei» r ufld UfMßw m^^ f^:^fr^X, r-f2, •••• mü ersehet* 

IMe.ZaU« der gttna^eii Gtuppen ergiebt sich, wen, ^-f 1 statt r in 
(4«)>gf0efsti9 ..die erbafteieiCfm^n-ABzaU iren (4.) abgesogeb und dardr 
mf* diyidirt wird. Bezeichnet man die Zahl der Gruppen, in welchen k be^*- 



7. w 
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stiiDiDte Kvg^n in ^ner bestimmlra Oi^dimägurcftiigsteiis rmal und bAcbBtend 
Mud erscbeuieii) durcb A''^% so* Mite eieÜ die ZM der Gruppmi wie Ibigt 
HsdrOoken: 

6. iif =t ilj — iifV 

Die gesacbte Wabrscheinliehkeit ist 

Al — A'-^' _ (p—rk^iy\^ (pl(r4.l)t+l) r+i|i (p^r+2)Hl)''+''' 

Die Gleichungen (1. 4. und 6.) lösen Aufgaben aus der Combinationslebre auf. 
Die Gleicbung (1.) giebt die Anzabl der Gruppen, in welchen k bestimmte 
Elemente in einer bestiitimton Ordnung wemgstens einmal 'Torkommen, wenn 
die Versetzungen mit Wiederholungen aus m Elementen zur pten Classe ge- 
bildet werden; die Gleicbung (4.) gfebt .diejenigen, in welchen diese Elemente 
wenigstens rmal vorkommen; die Gleichung (6.) diejenigen, in welchen sie 
wenigstens r und höchstens «mal vorkommen. 

Laplace hat die Gleifjhung C30\Cfui^:b^^i^d^r^>^ F^ ^9^ C^O} ib 
dem Yllten Bande der ,,Memoires de Mathemat. et Phys. presentes ä TAcademie 
roy. des Sciences 1773 (ProbL XII.)"" mittel!» Integration endlicher Differential- 
gleichungen gegeben. J. TreoihUy hat sie im lOten Hefte des Hindenburg^ 
sehen Archivs der reinen und angewandten Mathem. (1799) mittels der Methode 
der wiederkehrenden Reihen entwickelte • So viel Aufwand tfes hohem Galcnb 
scheint nicht nöthig, um einen so einfacben^ Fall aus der. Combinationslehre 
zu ermitteln. Die Gleichungen dieses Paragraphs sind hier hauptsfichlich deshalb 
nügetiieik, um eise Entwicklnag W: geben, die uns bei den naehföigenden 

iirem F&Uen Dienste leisten wird. 



§. 27. 

In einer Urne befinden sich n Kugeln, mit den ZaUen 1, 2, 3, n 

bezeichnet, m Kugeln, deren Zeidien in <ler Reihe der Zahlen folgen, werden 
besonders beachtet. Man «eht p Kugeln eina^eln heraus nfad legt jedes- 
mal die gezogene Kugel in die Urne zurflck. Wie grofs ist die Wahrschein^ 
liebkeit, daüs von den m gesonderten Kugeln k Kugeln (wenigstens) hinter 
einander erscheinen werden, welche die-Rt^Mifelga 4er gewÖhnUeben Zab-*; 



len haben? 



< 1 1 
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Die Zahl der ganstigen FSlle kommt mit folgender Grappen - Anzahl 
aberein. 

Es werden die Versetzungen mit Wiederbolangen aus n ElementeA 
zur plen Classe gebildet und darunter »i Elemente, deren Stelienzahlen nach 
der Reihe der Zahlen folgen, besonders beachtet. Wie grofs ist die Anzahl 
der Gruppen, in welchen wenigstens k Elemente in der natQrlichen Reihe 
der Stellenzahlen erscheinen? 

Diejenigen Gruppen, welche der Frage genügen, sind, wenn die Ele- 
mente, welche die ersten m Stellenzahlen haben, beachtet werden, folgende: 

1. ai a2 Oj " " fik =6? 
^2 Ö3 «4 • • • • Ä44.1 

«3 «4 Os Hjt+i 



Ihre Zahl ist m— A;-|-l, wie sich leicht zeigt. Das Vorkommen sämmt- 
licher auflösenden Gruppen soll durch Gi bezeichnet werden *}. 

Der vorliegenden Frage wird genügt, wenn eine der in (1.) angege- 
benen Gruppen in k Ziehungen gerade von der ersten, oder gerade von der 
zweiten u. s. w., oder gerade von der (p — k-\-i)len Ziehung an erscheint, ohne 
dafs selbst eine der auflösenden Gruppen in den frObern Ziehungen erschienen 
wäre. Diese Bedingung kann der Natur der Sache nach von der (k -f I )ten 
Ziehung an eintreten. Von hier an mufs sie in den Calcul aufgenommen wer- 
den. Zählt man nun die Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen aus 
n Elementen zur ;9ten Classe nach einer Richtung hin (etwa von der Linken 
zur Rechten), so können mit Rücksicht anf (1.) folgende FSlle eintreten: 

a. Eine der dort genannten Gruppen erscheint von der ersten Stelle 
an. Die Zahl dieser Gruppen ist m — Ar-f-1. Jeder einzelnen Gruppe kann 
jede beliebige Anordnung von n Elementen in den p — k folgenden Stellen 
angereiht werden. Die Zahl der nachfolgenden Gruppen ist t^. Die Zahl der 
hiedurcb bedingten günstigen Fülle ist 

J, = (^m—k-\-l)n''-K 



*) Die Dämlichen Schlüsse gehen, wenn m andere Elemente, deren Stellenzahlen 
die ffenannte Ordnonff haben, herausgehoben werden; sie gelten sogar noch dann, wenn 
m Elemente ausgewählt werden, deren Stellenzahlen einander iu ganz beliebiger Ord- 
nung folgen. 

16 
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«1 



b. Eine der unter (1.) angegebenen Gmppen erscheint gerade von der 
zweiten Stelle an. Dies erfordert die Bedingung, dafs keiner auflösenden Gruppe 
ein Element an der ersten Stelle yorfaergehen darf, dessen Stellenzahl um die 
Einheit niedriger ist, als die des Anfangs -Elements. Geschähe dies, so wäre 
dadurch eine Gruppe gezählt, die unter den in (a) gezählten mithegriffen ist. 
Die hiedurch bedingte Gruppen -Anzahl ist in folgendem Ausdruck enthalten: 



<Il<f2" 


••«t-ftfj 


«I«,- 


•••oi+i-\-Oi 


«3«4" 


"Oii+i-\-ai OtOi-' 


••"A+s"' 


•--Ol 




«3 




«3 




«2 






«1 




• 
• 
• 
• 




«4 




«4 
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• 









a 



m 



a. 



Der Ausdruck läfst sich dadurch abkürzen , dafs man jeder auflösenden Gruppe 
alle Elemente ohne Unterschied vortreten läfst und dann diejenigen ausscheidet, 
in denen das Element, welches die nächst niedrigere Stellenzahl hat, der auf- 
lösenden Gruppe vorsteht. Er geht hiedurch in folgenden Aber: 

01^2 '" ük — «i|«2fl3 "" ^h-^i = P'{ai^a2,""a„,yG,— S, 

a^fh fl*+i — «2 1 «3 «4 ak^2 

a^a^ «*+2 — «3 1 «4 «5 • • • «H3 



^1 

A3 



a. 



ö«-*+l a« — «m-l I fl«-J+l • • «m 



Die abzuziehenden Gruppen, welche hier durch 8i bezeichnet werden, haben 
eine Dimension mehr als die auflösenden. Die Zahl, auf welche sie führen, 
ist um eine Einheit geringer, als die Zahl der auflösenden Gruppen. Die durch 
den Ausdruck bedingte Gruppenzahl ist 

n{m — k'\-\) — {m — k). 
Jede beliebige Anordnung von n Elementen kann jeder einzelnen von 
den eben genannten Gruppen an den spälern p — k — i Stellen folgen. Die 
Zahl der hiedurch bedingten gOnstigen Fälle ist 

Ar, = [n(iw— Ar-}-l)— m— Ä]»'-*-^ = (wi— Ä+l)!!^-* — (m— Ar)«'^*-'. 

c. Eine der unter (1.) aufgeführten Gruppen erscheint gerade von der 
dritten Stelle an. Ist dies der Fall, so darf keiner der genannten Gruppen 
das Element unmittelbar Vorangehen, oder an der zweiten Stelle erscheinen. 
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welches die um eine Einheit niedrigere Stellenzahl haf. Geschähe dies, so wurde 
eine Gruppe, die schon unter (6.) gezahlt ist, noch einmal gezählt. An der 
ersten Stelle kann Jedes Element ohne Unterschied erscheinen. Behält man 
die in (6.) angenommene Bezeichnung hei, so ergeben sich folgende Gruppen ' 

Ihre Anzahl ist 

fi[«(»i — Ä-fl) — (m —Ä)]. 

Jede beliebige Zusammenstellitng aus n Elementen kann diesen Gruppen an 
den p — k — 2 spätem Stellen folgen. Die Zahl der dadurch bedingten gfin- 
stigen Fälle ist 

^3 = (öi^Ä-f- l)i|P-* — (w — Är) »''-*-*. 

d. Erscheint eine der unter (1.) genannten Gruppen gerade von der 
vierten Stelle an, so giebt die Anwendung der bisher gemachten Bemerkun- 
gen folgende Gruppen -Anzahl: 

= (»1 — A-f On'^* — (w^A?)«'*-*-\ 

Die auflosenden Gruf^en können bis auf die ip — ib-f 0^^ Stelle fortrücken. 

Wird diese Betrachtungsweise fortgesetzt, so ergiebt sich für die An- 
zahl der günstigen Fälle, von der (/;— -Xr-f l)ten Stelle an: 

= (m — *-f l)iiP-* — (m— Ä)«'^*-^ 

Die Summirung der unter Ai^ A^^ A^^ .... ilp^i+i gefundenen Anzahlen giebt 
folgenden Ausdruck: 

2. B = {p — k'\'l)im — k'{^i)nP-^ — (p — k){tn~k)nr^K 

Die Schlufs weise ist, wie schon oben bemerkt, so lange richtig, bis das 
Anfangs -Element einer der auflösenden Gruppra die (Ar-f l}te Stelle, oder eine 
spätere erreicht. In diesem Falle können an den vorhergehenden Stellen Gruppen 
erscheinen, die unter den in (2.) aufgeführten mitbegriffen sind. Ihre Anzahl 
mufs gesucht und ausgeschieden werden. Bei der Zählung dieser Gruppen kommt 
die in (a, b, c, d u. s. w.) aufgestellte Behandlungsart selbst wieder zur An- 
wendung und erleichtert die Rechnung. Es ergiebt sich für die Aufsuchung 
der fraglichen Gruppen folgendes Schema: 

16» 



3. p' («1 , ö.y-^ (-TP) p' (a, ii,r '* 

+ P' (a, , a.)* (-S'P) P{a, a„)r-''-' • • • • P' («, , «„y-*"^ (-SP) 

+ [F («, , 11,)*+* G, - P' (a, , fl, )* «, ] P' (Hl , a^y-''-' 
+ [F (fl, , a^f^' G, - P' (a, , «0*+^ «J P' (^i , ««r ^^"^ 

+ [P' («X , ««r * <? - i'' («1 , a^r^'-' ÄJ P' («, , aj. 

Die Ausdrücke P'{a,,a,)\ P\a^^a;f'^\ .... P\a,,aX'^ rechte des Gleich- 
heitezeichens in (3.) unierliegen der bisher aufgestellten Behandlungsart. Fol- 
gende Fälle sind daher tu untersuchen. 

e. Die Zahl der Gruppen, welche wegen des ersten Ausdrucks P' (ßi , a^^ G 
(In der ersten verticalen Reihe) ausgeschieden werden müssen , ergiebt sich aus 
(2.) , wenn man p = k setzt. Auf jede dieser Gruppen können n Elemente 
in jeder beliebigen Ordnung an p — 2 k spStern Stellen folgen. Die Anzahl 
der hiedurch bedingten Gruppen ist 

Bi = 1.(1» — A + i)(iii— Ä-f l).nP-'*. 

f. Die Zahl der Gruppen, welche wegen P'(ai^a„Y'^^ (im zweiten 
Ausdrucke der ersten Yerticalreihe) ausgeschieden werden müssen, ergiebt sich, 
wenn die in (a und b") gemachten Bemerkungen gleichzeitig angewendet wer- 
den, oder, was dasselbe ist, wenn in (2.) A:-f 1 statt p gesetzt wird. Ver- 
bindet man den hiedurch entstehenden Ausdruck mit Gi und mit der Zahl der 
Gruppen, welche an den p — 2k — 1 spätem Stellen folgen können, so ist 
die auszuscheidende Gruppen -Anzahl 

Ä, = [2(m — Ä + l)n— l(m — Af)](»i-Ä-{ l)»"-'*-' 

= 2(«i — Ar-fl)(r/i — Ä-f-l)n'^*— l(iii— Ä+l)(»i — Ä)n''-'*-*. 

g. Behandelt man P'(tfi,/0^^^ (un dritten Ausdrucke der ersten Yer- 
ticalreihe) auf gleiche Weise, so erhält man folgende Zahl auszuscheidender 
Gruppen : 

B^ = 3(m — Ar-f l)(m— A-} l)ii'>-^* — 2(fit— Ä+l)(m — Ä)ii^-^*"-\ 

Fährt man auf diese Weise fort, so giebt der letzte Ausdruck in der 
ersten Yerticalreihe für die Zahl der auszuscheidenden Gruppen: 

Bp^^j,^, = (/i-2Ä+l)(«i--Ä+l)(m-Ar4.1)n'^'*- (/i-.')&)(m-Ä4-l)(iii-*)nP-'*-\ 



J 
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Die AupdrOcke J9i , B2 , B^^ . • • .' 0p-2A+i lassen sich snmmireii. liire 
Smnminuig giebt folgenden Ausdruck: 

Die Bemerkufigen in (e, f, g u. s. w.) lassen sich für die Ausdrücke in 
der zweiten Verticalreihe in (3.) vom zweiten Gliede an wiederholen. Es 

ist daher Ä, Ä-f i^ ^-f^^ P — * — 1 statt p in (2.) zu setzen und jeder 

dadurch erhaltene Ausdruck wegra 8^ mit m — k und ferner mit der ergän- 
zenden Potenz zu multipliciren. Die daraus sich ergebende Reihe ist um ein 
Glied kürzer, als die eben gefundene. Es ergiebt sich folgender Ausdruck : 

+ 2 (m— A--f 1 Xm—k) nP"'*"' — 1 (»1— *)(«»— Ar) n^^*-^ 
+ 3 (m— Ä-f-l)(m— Ä)iiP"^-* — 2 (m— Ä)(m— Ar) n'^^*"^ 
+ 4 (m— Ar-f 1 )(m— *) nP-*^-^ — 3 (m - Ar)(m— *) n'^'*^^ 

+ (;i— 2Ar)(»i— *4- l)(»i— *)n^»^* — (/i— 2Ar— 1 )(m— *)(m— *) iiP-'*-^ 

= _ ^^"^^ (»1-2^+ 1 ){m-k) u^^*-^ + ^^~^2|r^^''' (m— )fc)(m-^) n^^H 

In der zweiten yerticalen Reihe von (3.}. deutet Si auf Gruppen von 
der {k\\)\w. Dimension. Durch den Vortritt von den Versetzungen zur 
(Ar — l)ten Classe können Gruppen entstehen, die sich bis zur (2 A)ten Dimension 
erheben, die sich dadurch als ein Ganzes chäracterisiren und die besondere 
Ausscheidungen erfordern. Dadurch wird eine weitere Reihe Von Ausschei- 
dungen nöthig, welche durch folgende Zusammenstellung angedeutet werden soll: 



fc-i 

U2 



h. Die Anzahl der Gruppen , deren Ausscheidung der in allen Gliedern 
der vorliegenden Darstellung vorkommende Ausdruck 

verlangt, ergiebt sich, wenn diejenigen Gruppen in P'(ai, «is, . . . . a„)'^~~^ auf- 
gezahlt werden , welche Ar — 1 Elemente von den in Betracht kommenden m Ele- 
menten enthalten, deren Stellenzahlen in der Reihenfolge der gewöhnlichen 
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Zahlen erscheinen und welche die Eigenschaft haben, mit der Stellenzahl des 
Anfangs -Elementes der nachfolgenden in Si enthaltenen Gruppen eine Gruppe 
von k Elementen nach der Ordnung der gewöhnlichen Zahlen zu bilden. Die 
Gruppen, auf welche diese Entwicklung fuhrt, sind folgende: 

aia^as — /i*.i | a* | a^^i a^^a «2» 

«2^3 04 • • • • ^'A I <**+! I ''A+2«'*+3 • • • • ^*+l 

a^a^Os • • • -ÄA+ilöii+ilöA+aöA+i — Ä2*+2 



Ihre Zahl, die durch G2 bezeichnet werden soll, ist m — 2k ^l. In Raek- 
sieht auf die Zahl der nachfolgenden Gruppen ergiebt sich folgende Anzahl 
auszuscheidender Gruppen: 

Ci = (w — 'iÄ+ljn"-'*. 
f. Der zweite Ausdruck in (4.) erfordert wegen P' (ai^anY''^Si die nem- 
liehe Behandlung, wie in (Ai). Dabei ist, wie in (i) bemerkt, die unerlSfsliche 
Bedingung, dafs keiner Gruppe ein Element, dessen Stellenzahl um eine Einheit 
kleiner ist als die des Anfangs - Elements der Gruppe, in der ersten Stelle 
vorkommen darf, weil dieser Fall schon in (h) begriffen ist. Es mufs daher 
eine Ähnliche Unterscheidung wie in (b) gemacht werden. Dabei ist jedoch 
zu bemerken, dafs nur m — 2k Elemente in Betracht kommen. Es findet sich 
folgender Ausdruck: 



«1 

Ä2 



«lfl2----a2i4*^2U2^3'---^2A+l + ^l 



^3 
^4 



Ö3 
Ö4 



Ä2 



öm-2*+l--<^m = -5'(?. 



Äm-2*-l 

tfm-2ji;+l 

Auch dieser Ausdruck kann vereinfacht werden, wenn man alle Ele- 
mente ohne Unterschied vor jede Gruppe treten lafst, und diejenigen abzieht, 
in welchen das Element mit der nfichst niedrigeren Stellenzahl dem Anfangs- 
Elemente vorgeht. Hiedurch geht der obige Ausdruck in folgenden aber: 

— OjI^O, «tA+2, 

— Äs I Ö4 «5 • • • • Ö2j+3^ 



€*to-2*|ä«-2A+1 «m- 
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Bezeichnet man die abzuziehenden Gruppen, welche der (*ik-\-i)len 
Dimension angehören, durch jS^, und bemerkt, dafs ihre Zahl m — '2k ist, so 
ergiebt sich 

2Q = P'[fl,,ii2, • •öJ'G'a — Ä2 = ii(w— 2Ä+1) — (//i — 2Ä). 

In Rücksicht auf die begleitenden Gruppen an den p — *>k — 1 nachfolgenden 
Stellen ist 

Ca = (wi — 2A+l)iiP-'*— (f/i— 2A:)»'^'*-\ 

Die Art, wie nun die folgenden Ausdröcke in (4.) bebandelt werden 
mfissen, ist in (t) angegeben and bleibt dieselbe. Man erhält ffir die Zahl der 
Gruppen, welche wegen des dritten Ausdrucks auszuscheiden sind: 

C3 = (m— 2Ä+l)ii^*— (m — 2Ä)ii''-^*-^ 
Wird dies fortgesetzt, so ergiebt sich fär den letzten Fall: 

Die SummiruQg der Werlhe von Ci, Cj, C3, ..•. C^^zUi S^^^^ f^'" 
genden Ausdruck: ^ 

— «,^, = _(;,_2Ar+l)(iii-2Ä-fl)ii'^^*+(/i-2*)(m — 2Ar)iiP-^*-\ 

Die Vereinigung von jB,— Ä^i — jB,+i aber giebt für die Gesammtzahl aller 
auszuscheidenden Gruppen: 

— (p — 2k)(m—2k) »p-**-']. 

Ihrer Entstehung zufolge Idfet sich die vorstehende Formel auf folgende Weise 
ausdrücken:. 



6. c==ie.i4|±J^e.G,»-**--i^=|^ 






rf)-2t-l 



r 

Die der Gleichung (5.) zu Grunde liegende Formel ist so lange richtig, 
als eine der auflösenden Gruppen von der (2Ar-f-l)ten, oder von einer spfitem Stelle 

an erscheint. In diesem Falle können an den *2k, 2A:-f 1 , 2A;4-29 p—'2k 

vorhergehenden Stellen Gruppen erscheinen, welche der oben aufgestellten 
Bedingung genfigen. Sie sind anzugeben und auszuscheiden. Bei Ermittlung 
dieser Gruppen kann die Gleichung (5.) selbst wieder benutzt werden. Dies 
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giebt folgendes Schema: 

[p («X , «»?*+^ Ci - p' (tf 1 , «»?* s,] i" («1 , «,r'*-' 

[P'(tf„ a^r-^ß'x-P'C«!, «„r-'^-^iSjP'Can «»)". 
Alle Ausdrücke der ersten verticalen Reihe sind nach (5.) zu behan- 
deln, indem man allmftlig 2 k, SA-fly ^Ar-j-?) •••• p — 2k statt p setzt, die 
angezeigten Gruppen -Anzahlen angiebt und die Resultate summirt. Die Aus- 
fohrung der angedeuteten Rechnung giebt 



- ^2=3*^(m-Ar-f-l)(m-3*)ii'-^»-»]. 

Alle AasdrQcke der zweiten verticalen Reihe, vom zweiten an, sind ganz 
auf dieselbe Weise za behandeln. Dadurch entsteht eine Reihe, die um ein Glied 

kürzer ist; denn es sind die Werthe 2Ä, 2Ä-f 1> 2Ä-f 2, p — 2k — \ statt/» 

einzuführen, die Gruppen -Anzahlen anzugeben and zu summiren. Dieses giebt 

^ ^P-y)'" ^tn-k) (m-2H 1 )«'>-^*-» - ^~^^^^|7^^"' (m-k) {m-.2k)n^'-\ 

Aufser dieser Behandlungsart giebt es noch für sSmmtliche Glieder der 
zweiten verticalen Reihe eine zweite. Durch den Vortritt von P(ai , <»,)*~* 
vor Si entstehen Gruppen , die , in Verbindung mit den in Si begrif enen Grup- 
pen, zur Dimension 2 k sich erheben und dadurch Gruppen von der Form G^ 
bilden, deren Natur in {h und t) erörtert wurde. Dies giebt den Ausdruck 

- [P'(ax, a,)»+» G, - P'ia,, aj» ÄjP'(a„ a.y-"-' 

- [P'(«„ «.)»+' G, -P'(a,, «,)»+^ÄjP'(a„ a^r^'-^ 

- [P'(«i, «„r^ffj-P'Ca,, «.r**-'ÄJP'(«„ aj. 
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Die Schlüsse (e^ f u. s. w.) sind, wie leicht zu sehen, auf sämmlliche 
Glieder der ersten Reihe, so wie auf die der zweiten Reihe, vom sweiten 
Gliede an, anwendbar; die Resultate sind mit den begleitenden Gruppen- 
AnzaUen zu verbindM und dann zu summiren. Dann ist in (2.) der Reibe 
nach ;i = &,Ä+l, *+?,.••• (ii'—?*), darauf = ä, A?-fl, *-j-2,.... (/i— 2*— I) 
zu setzen und die für die erste Reihe sich ergebenden Ausdrücke sind mit 
tu — 3A:-f 1, die für die zweite sich ergebenden mit m — 2k und mit den 
ergänzenden Gruppen -Anzahlen zu verbinden. Die erste verticale Reibe in 
(8.) führt zu folgendem Ausdrucke: 

die zweite zu folgendem: 

Die zweite verticale Reihe in (8.) gestattet noch eine zweite Behandlungs« 
Art. Durch den Vortritt von den in P' {a^^ a^)^"^ angezeigten Gruppen vor 
8^ entstehen Gruppen, welche durch Anreihnug des Schluls- und Anfangs- 
Elements sich zur Dimension '^k erheben. Sie characterisiren sich als Ganzes 
von der nachstehenden Form und Anzahl: 

«2 «3 * " ' ^it I ^»+1 I ^*+2 O^k+i 

Ö5 «♦ • • • ' Äjt4.i I 0*4.2 J flik+a • • • • (hk-\-i 



«m-3*+l öm-3*-l | <»m-3i | ^m-3t+l «m« 

Sie sollen durch 63 bezeichnet werden. Ihre Anzahl ist m— 3Ar-f '• Die 
Berechnung ihrer Anzahl erfordert die Behandlungs- Art, welche in (b und 1) 
vorkam. Dadurch entstehen Gruppen von den Dimensionen 'ik nnd 2ik-\-\^ 
die durch G^ und 8^ bezeichnet werden soHen. Sie sind in folgendem Schema 
enthalten : 

9. G,P(«, «,,.... «.r^* 

[P'(a,, «,)» G, -i"(tf„ Ä,)*«,]P'(tf„ «.r-«-' 

17 
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Die erste verticale Reihe hat /> — 3k -{-l Glieder. Jedes giebt, mit Rflcksieht auf die 
dasseihe begleitende Gruppen -Anzahl, (m — 3A-{-l)n''~'*. IhreSamn« ist daher 

Die zweite verticale Reihe bat nur p — '6 k Glieder. Jedes Glied hat Groppen 
von der (3k-\- l)ten Dimension. Form und Anzahl dieser Gruppen ist 

Äj = ai I Ä2 «3 • • • • Äji+i = •• — 3k. 



Werden die begleitenden Groppen - Anzahlen berücksichligt, so giebt jedes Glied 
(m — 'Sk)nP~'*~^. Hieraus ergiebt sich die Summe 

— A+4 = — ( y» — 3 *) (irt — 3 k)nr-'*'\ 

Werden nun die Werthe J9« , A-m ^^hh ^«+2f ^«+39 ^»h zisammengezAhlt, 
so findet sich, nach gehöriger Anordnung, folgende von (5.) auszuscheidende 
Anzahl von Groppen: 

10. D = iEz:^±^^,n-k-\-iyn''^ - :).^E=^^(m-k-\- 1 )(«-*)»/-'»-• 



-^C^^^^^'C-Ä+IX-^HD«-»*- ^-^^ 



(m-k-\-lXm-2k) 



nP- 



3t- 1 



+ 



(«i-A:X»i-2*-fl) 



-f- (p—'ik-\- l)(«i— 3Ä-fl)nP-»*— (;»— 3Ä)(w— ß*)!!"-»»-». 

In Rücksicht auf die Entstehung dieses Ausdrucks ergiebt sich folgendes Schema : 

11. D = 



[fc^'e.e.e.rf-!£^' 



GiSiGi 
»,GtG, 



»T 1311 



G,SMm 

S.G^Si 

SiSiGi 



_<t^s.s.s.]..-«-^ 






,^2_iP-ikr 



l^U 






G2Ä, 






+[!2^tlffe.— 5^^«]»-"-. 



181 



Die bisher befolgte Sdilofsweise ist so lange richtig, bis eine der auf- 
lösenden Grnppen in die (3A:-f l)te oder in eine spätere Stelle gerückt ist. 
Von da an sind neuerdings Aasschei düngen nöthig. Die Zahl der auszuschei- 
denden Gruppen ergiebt sich, wenn man zuerst die Formel (lO.)? dann die 
Formel (5.) und endlich die Formel (2.) wiederholt anwendet. Im ersten 
Falle treten die Gebilde Gi und iS^, im zweiten G2 und 82^ im dritten G^ 
und iS's auf. Aufserdem treten endlich Gebilde von der Form G^ und S4 auf. 
Dabei ist zu merken, dafs G4 = m — 4rk'\-l und S^ = m—4k gesetzt 
wet'den ninfs. Die Bedeutung von G^^G^^ G^^ Si^Sz^ S^ ist aus dem Frfihem 
bekannt. Das Schema, welches sidi aus dies^i Bemerkungen fflr die Anzahl 
der auszuscheidenden Griqipen ergiebt, ist: 

12. E = 



[(£:i«±ffleÄC.e.„._ü;^ 



GiGiGxSi 
GiGiSfii 
GiSiGiGi 
SiGiGiGi 



n^+ 



im 



GiGiSiSi^ 
G,S,G,S, 
S,G,G,S, 
GiSiSiGi 
SiGiSiGi 
SiSiGiGi 



»' 



(^-4t-2)*l' 



_p 



SiSiGiSi 
SiSiSiGi 



-4t+l)»l' 

TP" — 



„^.(£z4^'s.SääJiip-**- 



GiGiG 
G1G2G1 
G2G1G1 



3_ {p-^m 



jSH 



+ [äL 



GiG^S, 

G1S2G1 
S2G1G1 




»M- 



Ot>-4*-l)3|i 



j3|l 



SiGiG 
GiSiG> 
GiG^Sg 



GiSiSi 




SiSiG*^ 
SiG2Si 
G2S1S1 



n— 



(^,_4A— 2)3I* 



fifr 



SISIS2 
818281 
828181 



]» 



p-4ft-3 



TP 



Gfi 
GsGi 



G0G1 



„«_ (/»-**)'!' 



i»ii 



- l(p—4k-\' 1) C« n - ip—ik) St] n»^ 







S,S, 



8089 



] 



nT 



4i-.2 



17 
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Das allgemeine Gesetz fflr die Entwicklung Ton B, C, D, E, läfst 

sich aus (12. 11. 6. und 2.) erkennen und auf folgende Art darstellen. Die 

Symbole Gj,^ G^^ G^^ deuten auf Gruppen von (^en Dimensionen k, 2k, 

3k, 4Ar, . . . .; Si^ 82^ S^^ S^^ deuten auf Gruppen von den Dimensionen 

Ap-f 1 , 2k'{- 1 , 3A-f 1 , 4A;4- > ? J^ne deuten ferner auf die ZaUen 

m — k-\-l^ m — 2*4*19 «I— SÄ-f-l» -...^ diese aufw— A:, m— 2A?, t» — 3k, 

Betrachten wir mm die Gebilde von E, so zeigt sich, dafs in ihnen die Stellen*- 
zahlen von Gi^ G2^ G^^ G^\ Sli^ 82^ S^^ S4 immer die Summe 4 geben; 
und zwar in der ersten Horizontalreihe zur vierten, in der zweiten zur drill- 
ten, in der dritten zur zweiten, in der letzten zur ersten Glasse. Bebrachlen 
wir die Glieder von E in verticaler Richtung, sp sehen wir in denen der 
ersten verticalen Reihe nur die Gröfsen &i , 6r2 , G^^ &« ; in denen der zwei- 
ten Reihe eine von den Gröfsen Si^ 82^ S^^ 84^ in denen der dritten Reihe 
zwei; in denen der vierten Reihe drei; in denen der fünften Reihe vier. 
Dabei durchlaufen die Gröfsen «Si, 82^ 8^^ 84 alle möglichen Stellen, Zer* 
Streuungen in Fficher bildend. Fflr jede einzelne Stellung, welche die Gröfsen 
81^ 82^ 83^ 84 unter den Gröfsen Cr^, &2 9 ^39 ^4 einnehmen, ergeben sich 
noch insbesondere die Versetzungen sdmmtlicher Gröfsen, die sie nach den 
Stdlenzahlen eingehen können. Das Gesetz des Zeichenwechsels in jeder 
horizontalen Reihe, so wie in den horizontalen Reiben unter sich, zeigt sich 
deutlich; eben so das der begleitenden Facultäten und Potenzen. Dies lAfst 
sich leicht verallgemeinern. Bezeichnen wir, was nach dem Bildungsgesetze 
der Zerstreuungen in Fächer und der gleichzeitigen Versetzungen an den Grö« 
fsen &i, 6r2, 6r3, G^; jS^, 82^ 83^ 8^ vorgenommen werden soll, in diesem 
besondern Falle durch D, so ergiebt sich folgende allgemeine Form fttr das 
rte Glied: 

13. R =5 

\(P=:!^ + . . . . 



13S 



+ [(£ 



Jr-S|l 









«'•-'+.•. 



( 



r,^2 (p-(Hi)r+3)'-»i' 






1uP-(t+l)r+i 



i-ir^\}E=!^ 



D{G,G,.: n'- 
DiG.Gr.,) 



DiG^^G^;) 



D{G,Sr.,) 



0(G^^S^r) 



« + 









■]„^.l-i 



(_,r[(^Z^^'z,^,n-^£=^ZIÄ>-- 



Die Schlufeglieder der zweillelzten Horizontalreibe gelten, wenn r eine gerade 
Zahl ii^. Ist r eine ungerade Zahl, so haben sie folgende Form: 

Hieraus ergiebt sich ffir die Gruppen -Anzahl, welche dem Ereignifs günstig ist: 

14. A = Ä_C+/>— JB+F 

Man sieht, dafs sich die Rechnung, wenn auch in grofsen Kreisen, doch 
nach bestimmten Gesetzen bewegt und beliebig forlgesetzt werden kann. Die 
entwickelte DarsteDung fttr die dem Ereignifs gfinstige Gruppen* Anzahl ist: 

15, 4 = 

-[«2^r^'(«.-*+i)-«'-2-ä^'("^+lX"-*).+^2:^Fäii'c--*)']'^'-' 
-f (ff— :}*-fl)(w— 3*-f 1)«^**— (p— 2*)(«— 2*)«r^-» 



(;»-^+l)»t» 



{p-akyv 



■^[^^^=^^^(.fn-ki.ifn^-3.^J:=^(m-k+inm-k)n^ 



r^^-^^^^im-k+iX'^kfn - (^^I^\«-Ä)']«^- 



_ 2[(£=^' (.-H1X«-2H1)»^ - ^ 



(pSkfi' 



(tn—k-\-lXm—2k) 
{m-kXm^2k-\-i) 



n 



1»1» 



kX'm—'2k)]ttr"'-' 



-}- [(p-3*+ 1 ) (m-3*+ 1 ) « — (;»-3&) («1-3*)] n»^*-' 
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Die gesacbte Wahrscheinlicbkeit ergid^t sich , wenn A darch die Zahl aller 
möglichen Gruppen dividirt wird. Sie ist 

16. w = 

(p-k+i)(m--k+l) (p-k)(m-k) 

r (p_2]fc-t.l)»li(m-H<)* _ (p-'2kmm^Hi)(m-k) , (p-'2t-l)»l'(m-t)' -| 
, (p-^k+i)(m-2k-\-i) (p-Hk)(m^'2k) 

1 ;?! „«+1 



, r (P-3Hl)*'M«-*+l) V (y-3*)»l'(m-*+l)(m-t) , ^ (p-3t~l )»l' (m-4;-t-lXti»-*)' 
"rL 1.2-3»" l-2.3»»*+» "T" 1-2-3.m'*+* 

(y-3*-2)»l^(t»-^)» 
l-2-3n«+» 

* (m_Ä)(,i._2Ä+l) " 

Aus den bis jetzt erhaltenen Resultaten lassen sich nun leicht weitere 
Folgerungen ziehen. 

In einer Urne befinden sieh m Kugeln » init den Zahlen 1$ 2, «i, m 

bezeichnet. Man zieht p Kugeln einzeln heraus und legt jedesmal die gezo* 
gene Kugel in die Urne zurflck. Wie grofs ist die Wahrscheindichkeit , dafs 
Ar Kugeln (wenigstens) hintereinander erscheinen werden, welche dieReihen-- 
lolge der gewöhnlichen Zahlen haben? 

Die Zahl der gfinsligan Ffille «rgiebl 9ich leicbt, wenn man in (15.) 
»1 statt n setzt; denn es müssen hier alle Kugeln mitwirken, um der Aufgabe 
zu entsprechen. Wird daher in (16.) m statt n gesetzt, so findet sich für 
die gesuchte Wahrscheinlicbkeit: 

17. u,= _j _j_ 

r(/»-2*-fl)«»^(m-JH-l)' (p-2k)n^(m^-k+i)(m^k) , (p-2t-lp («»-*)» 1 



(p-2*+l)(m-2*4-l) (p-2*)(m-2t) 



T 7^ nf*'*-'^ 
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Die BediDgtt&gen siad dieselben wie zu Anfang dieses Paragraphs. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichlteit , dafs von den m gesonderten Kugeln 

k Kugeln, wenigstens r und höchstens s (also r, r-f I, r-f 2, s) mal 

hintereinander in der Reihenfolge der gewöhnlichen Zahlen erscheinen werden? 

Behalten wir die im vorigen Paragraph gewählte Bezeichnung bei, so 

» 

ergiebt sich fflr die Anzahl der dem Unternehmen gflnstigen Fälle: 

18: Ar ^ Al-A\^\ 

wenn Al die Zahl der Glieder vom rten und A)^^ die Zahl der Glieder vom 
(^-f l)ten an in dem Ausdruck (14.) oder (15.) ist. Bezeichnen wir die 
Reihe (14.) auf folgende Weise: 

A «= Ai^ — -4j[;-[--4J — -4jt . . . ., 
so ist 

Ai =Al -J^+^ + 4l+^-.^j+^ ±AlTJt' + A^'T''^'. 

und es ergeben sich daher für (18.) folgende zwei Formen: 

19. Ar = Ji-^i-^H^i+'-Ji+^+....-^i, 

20. Ar = Ai-Al-^'+Ai^'-Ai^' 4-jj_2[^j+i_^j+2^^...j, 

Fflr die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich 

Sollen alle Kug^n, die in der Urne enthalten sind, mitwirken, so ist aus (17.) 
die fragfiehe W^rscheinlichkeit : 

oo -^ -^*''' ^k — Ak^^ 

IMe Wahrscheinlichkeit, dafe k Kugeln von der genannten Eigenschaft gerade 
einmal, nicht mehr und nicht weniger, erscheinen werden, ist aus (15.): 

23. tc =. ^-2g+2C-2E.t-.... , 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs sie höchstens «mal, also s^ «—1, «— 'i, . . . ^ 5, ?, 1 mal, 
oder gar nicht ersehenen werden, fst 

24. u> = 1 ^ — - — '^—^ 

nP 

Die in diesem Paragraph aufgesteUten Gleichungen sind allgemeiner a(s 
die des vorigen Poragraphs^ Es lassen sidi aus ihnen die des vorigen Para- 
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graphs leicht ableiten. Sollen alle Kvgeln in einer bestimmten Ordnung er- 
scheinen, so geht Ar in tu Aber und es ist aus (17.) die Wahrscheinlichkeit: 

ox _ (y^-m + 1) (p-2m-fl)^ti (p-3m+iyi* 

Diese Gleichung stimmt mit (3.) im vorigen Paragraph. Eben so ergiebt sich 
die Gleichung (2.) des vorigen Paragraphs aus (17.)^ wenn «i — A-f-l= 1> 
tu — Ä = ü, m — 2Ä-|-l=0 u. s. w. gesetzt wird ; wie es sein mufs. Die 
Gleichung (17.) geht dann über in 

^t>- ^ — — ;;? plTm^^F— 1 i5ir^?i • • • • 

In einer Urne sind r Arten von Kugeln. Von jeder Art sind n Ku- 
geln mit den Zahlen 1, 2, 3, .... n bezeichnet. Man zieht p Kugeln einzeln 
heraus, legt jedesmal die gezogene Kugel nach der Ziehung zurück und be- 
trachtet fn Kugeln jeder Art als gesondert von den übrigen. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit , dafs wenigstens k Kugeln von den m gesonderten Ku- 
geln hintereinander erscheinen werden, die mit der Reihenfcrige der Zahlen 
bezeichnet sind? 

Diese Frage ist eine Erweiterung der bisherigen. Die Zahl der dem 
Erfolge günstigen Fälle ergiebt sich, wenn die Gruppen der Versetzungen mit 
Wiederholungen aus r Elementenreihen, von denen jede n Elemente hat, zur 
;iten Classe gebildet werden, und wenn darin die Zahl derjenigen, in welchen 
wenigstens k Elemente in dergewöhnUcbea Reihenfolge der Zahlen hintereinander 
erscheinen, bestimmt wird; wobei zu bemerken ist, dafe nur na Elemente jeder 
Reihe berücksichtigt werden sollen. Hebt man eine von den auflösenden Grup- 
pen hervor, so zeigt sich leicht, dafs ein Element von einer bestimmten Stellen- 
zahl rmal ersetzt werden kann , wenn r Elementenreihen , aus welchen die 
Gruppen gebildet werden sollen, in Betracht kommen. Daber wird jede 6rap|>e 
so vielmal mehr erscheinen, als die Potenz von r angiebt, welche mit der 
Classenzahl der Versetzungen übereinstimmt. Dies gilt von jeder andern Gruppe, 
welche bei den Versetzungen entstehen kann. Nehmen wir an^ die Gruppen 
werden zur ^ten Classe gebildet , so ist die VervielftUigungszabl für jede Gruppe 

wie sich Dies des nfihem aus m. Comb. Lehre %. 41. No. 145 zeigt. ErwAgt 
man nun, dafs sAmmtliche Gruppen in (14.) der /rten Classe angehören, so 
ergiebt sich die dem Unternehnfen gOnsNge Gruppen -AnsaU, wenn die eben 
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angeführte Gleichung mit r^ mnftipUeirt wird. Es ist demnach 
27. A=:r^[B—C-\-D-^E-\-F-.,.:-\ 



Die goradde iWahrbtAeinlidikeit ist 

4». tp — ^^ -TTT zi+r— 



n< 



L . . :%';i-tt?t . ^ i?ii.,^*+i = r 1.2.«**+* J 



+ 



^51 ^ .,2*+l 



» « , 



• • • . *.• 



n 



w^ 



von den übrigen Gleichupgan^ welche noch Analogie von 0*^* bis ^6.) ans 
der ^be^ aufgestellten Aufgabe abgeleitet werden können. . 



i( 



"r 



: I 



■ m 



S- 28. 



•j^ .; >Ito idtiiar.JLIrnai>bäfiodeik eich . 11 £«geln ^ mit den Zahlet! UU^^*^ n 

bezeiAMb' AToBdiataik Kngeln ^.erden «rtyderett. Zeichen der Reihe der.ge«- 
wohnlichen Zahlen folgen, besonders beachtet. Man zieht p Kugela einzeln 
heraus and legt die gezogi^ne Kugel nicht. in die Urne zurflck. Wie gro^ist 
die Wahrscheinlichkeit dafsi, von den mgesonilertep Kegeln, A Kugeln Cwavig- 
stens) hintereinander erscheinen werden , welche die Reihenfolge der gewöhn- 
lich9n Zahle^. habe«? . . 

DieZabi dkr gfinstigen FfiUe atinmt mit folgender Gruppen- Anzahl 
fAterein. ^EHe^VeFWtiiiinfdn ohne Wiederholungien werden am n Etemeftten 
nMyrtiiiGlliiB&.igfeblläet;nd davctt »1 ißldinente^' dferenSteUrnzd^len dierR^ibe 
der gewöhnlichen Zahlen folgen, besonders herausgehoben. Wie groß. i«t /die 
Zahl der Gi\ip^^ii, In vkricheti wenigstens ^ Elenente dttrlReihe der gewöhn- 
lichen Zahlen fW^en? i' .. 
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laß 

Die der Vr»g» feiiAg^lvden Grappeu ainii 

1 . Gl = Äi Ö2 öj • • • • Äjt 

O2 ü^ 04 " " a^i 
a^ a^ üs «*4.2 



Ihre Anzahl ist rn — k-\' l. Die Frage kann auf Ähnliche Weise beantwortet 
werdeil, wie die im vorigen Paragraph. Alle Gruppen, wfelche bei der Bildung 
der Versetzungen entstehen, werden nach einer Richtung hin untersucht und 
die auflösenden gezählt. Jede der Gruppen (1.) kann entweder gerade, von 
der ersten, oder zweiten, oder dritten u. 6. w. erscheinen und k Stellen ein* 
nehmen. Die Stellung der nachfolgenden Elemente ist gleichgültig; die der 
vorherg^enden nicht. Di#se letzten mOssea besoaders von. der (4:4-1)'^^ an 
beräcksichtigt werden. Folgende Ffille sind zu untersncbeA; wobei wir uns 
der Analogie wegen auf das im vorigen Paragraph Gesagte beziehen. 

a. Eine der unter (1.) angegebenen Gruppen erscheint von der ersten 
Stelle an. Ihr kann jede beliebige Zusammenstellung der Obrigen n — k Ele- 
mente mr (/i— A:)ten Classe folgen. Die dadurch bedingte GUippen-» Anzahl i^t 

' B, = (m — k-\-t)(n — ky^^^'. 

6. Eine der auflösenden Gruppen erscheint von der zweiten Stelle an. 
Ihr kann jedes Element von den übrigen, mit Ausnahme desjenigen vorgehen, 
welches die nächst niedrigere Stellenzahl des Anfangs -Elements hat. Nimmt 
man auch hier die vorhergehenden Etetnente voliatflndig aii>*mid aiebt die Grup- 
pen, welobe tetiviel vorkonmcfn, aj>, so ergiebt aioh: tolgeadar AusdniA: 

-f-PC^^i, «2, dr*+39 •»;• «n)* «3 A4 a5---«jt^2 — 02(03114 •••.dji+2 

' ' . ' . . . . *. . . . . . . ■ . . ■ . . •. 

Jeder dioser Grappeä 'kann die Zusammeastellong der übrigen n^^k — Ivfikh- 
menVe aup (/9— A?~f')ten Classe iblgen. Daraus «tsteht . folgOAdti ^ GtappiMf* 
Anzahl: : . . . 



'€. Eitle d^r mflOsendeii Gruppen erscheint Yon der driHen Stell« an. 
Ar kMüen zw«i Von den «Wgen EtemeMen vorhergehen; mit der in (6) 
MgegebMen' Besofarankimgi Werden anch hier "die YorH*eteild«fn Elemente 
vöttstendfg angenommen, to erhalt man folgenden Andrucks 



•< •.-• ,•!• »!• • • 



'^(öl 9 ^ 9 • • • • ^'m-»-! ? ^m 9 • • ' • ö«)^ ^m^l/^-l^k • • • • ^'m-i 

~ ^^(^19 ^2 1 • • • • Äm-*-2 9 Ä/n 9 • • • • ^„) öm-*-l | Ä,„-.J .... Ä„.i 

P/ * >1 ' I *• • • * I » , . . 

Die Gruppen -Anzahl , welche sich in Rflcksicht auf die nachfolgenden Ele- 
mente* ergjebtvfet 

A3 = [{n-kf^-\fn — k'\'l)-{n-k-l)(m—k)]{n^k-'iy-^ 

Ffir , jeden spttern Fall findet sich die bisher erhalten«; .Gruppj»n -^nzabl.. E« 
ist daher '^ ,'- . ;. ' „^ . „ ,, . , ..,.. ... " ,. 

B^i+, = (TO-*-f i)(ii-*/-»"-^-(»»-*)(n-ir*^l/r,H^». ., .! 

Durch Summirmig der Wertbe yop B^^ B^^ B^^ , ^>--ifc<^i ^hilt ipim 

2. Ä = (;>—*+ n(»i— A+l)(ii— *)^*'-* — (;,_*)(f/i— Ä)(n— Ä— l y>-M-i. 

Diese Schlüsse sind so lange richtig, bis das Anfangs -Element einer 
auflösenden Gruppe in die (A-f 1)^^ oder eine spatere Stelle gerückt ist. Ist 
dies geschehen, so können auf den vorhergehenden Stellen schon Gruppen von 
der angegebenen 'Eigensiebaft erschienen sein, wodurch AtBi^cbeidußgen wie 
im Torigen Paragraph bedingt werden. Folgende FfAle können vtorkommen. ' 

ä. Die faOthig'ön Ausscheidungen sind durch folgende Ausdrucke bedingt : 

P(«jt+1, «i+a, .... flj fli 02 ^3 öi 



P(ai, fl2, öi+3 1 ««)* ^3 »4 iäfs . . /'• «A+2' • ' • '^^ 






* (^19 Ä29 • • • • Äm-I:9 ^m+1 9 • • • • Ä„) Ä,„_jt+i O^— A+2 • • • • (^m • 

Die Gleichung (2.) dfänt, die nöthfgeri Anssch^idtiAgen leichter zu be- 
wöilKtfteUigeii: Die^ZttU der anszuseheidendeii Grup^ien,»'^ welche 'der erot^ Aqsk 
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draek bedingt, ergiebt sieb, wenn man erwCgI, dafii biefM— ibJSleiMnteflnippen 
mit k aufeinander folgenden Stellenzahlen bilden liönnen. Man «rbilt ihc« Zabt 
aus (2.) 9 wenn k »talt p und m—k statt m geseUt wbrd. , Dahei ist die 
Zahl der nachfolgenden Gruppen nicht in Rechpnng gebracht. Hieraus folgt 

\{m-ik^i). 

Die Zahl der auszuscheidenden Gruppen, wölcbe der zweite Ausdruck 
giebt, findet sich, wenn k statt p und m — Ar— 1 statt m gesetst wird, da 
nur die Elemente a^^^.,, ^^4.3, a^ mitwirken können. Hieraus folgt 

Die wegen des dritten Ausdrucks auszuscheidende Anzahl ergiebt $ioi|, 
wenn w — k — '2 statt m und k statt p gesetzt wird und ist 

l.(w — 2*— 1). 

Fährt man auf diese Weise fort, so ergiebt sich fQr die Attzahl der auasu* 
scheidenden Gruppen folgende Reihe: 

Ganz die nfimliche Reihe, nur in umgekehrter Ordnung, erhält man fOr die 
Zahl der auszuscheidenden Gruppen, deren Elemente die Stellenzahlen von 1 
bis m — Ar haben, und es ist * 

[1- 1 + 1-24-1. 3+.. ..I(m-2Ä)+l(m-2Ä: + l)] =.^J!^=^^:^. 

Die Vereinigung beider Reihen giebt in Rflcksicht auf die Anzahlen der Gruppen 
welche an den spStern p — *2k Stellen nachfolgen: 

. e« Nun entstehen zufolge {b^ c, ..•.) auch Gruppen, wel€ii6die(Ar4-l)te 
Dimension beben (Sg). Durch den Vortritt von k^l auf einander fölgieoder 
Elemente bilden si^ Gruppen von der (2A:)ten Dimension und erhalten dann 
folgende Form, weil dieser Ausdruck erst von dem A?ten Ausdrucke au beginnt: 

Hl 02 a, ajt^i \^k. \ ÄJH4 «i+2 • • ; • <?n .= .6:2 .. 

Äa «3 a* Äjfc ,| ai^^i j Oa+i <I*+5 V- ; • .<?2H* • . . . 

a^a^as .... ak^t \ äa+2 | ä*+3 ä*-m • • • • ^»*+2. . 

.. ,.;^.;;..:.:.:.,..:4..-.;./.:i::rv,:.., 

Ihre Anzahl. iU «itrrSAr.-f |* Sie sind iielb^i wieder teuazQ^^eiden. lüRldcri» 



Ml 

sidi|.aitf £e nafMoIgMideiilGffap^n, «ta den j»-^ 3A;^pMem Stelt»ii^ witA <)derMfei 

ß, = (m — 2ifc+l)(» — 2A)P-'*'-'. - 

/• Die unter (1.) angegebenen Gruppen rücken auf die (k-\-'2)le Stelle. 

Dies giebt ifelgenden Ausdruck: 

t 



• .• • »\ ;■ ♦ V * ' • 1 • • • ■♦ \> 



^ 



Die AnfeaBlen der Gmp^etf, wetebe' wegen der Ausdrflcke in der ersten 
V^rdfaleii Bieihe anss^chi^ktea wardinfe mftsseiiv, Mgeben sieh aus iZ)i yrem 
ki\-l statt A. und d«r Reibe jUMh ni^k,'w^^kr^i^ »i— :Ar-r-^, ...T statt m 
geMit«!^ wird] i Sie. $iiid in folgender i AopfMlr^e/ begrififen : , 

T5|i C*— ^Ä;» 

• . < « » • • • ; 

■— tl(«— 2Ä) -fl(m— 2*— l) ■..'.'. -fV.3 + l-2-^l-Ji(n--3Ar)''_ 

l^^P Pßml^fß^ entBteb^ iregcitt. 4ier^S}em«iit)»v wdleii« 4i^ St^€»ni»Ui«n von 
k-^X bi^, M bab«n. (. Qanf die»ftlbe Do|ip^r^be, ner in uiqg^ebrter Oridnung, 
entsteht durcb Behandlung der AusdrOcIie, deren Elemente die StetteoxaUciy 
von 1, bis m—k haben. Hieraus ergiebt sich, in Rflcksicht auf die ergan- 
sende Gnippen- Anzahl , durch Summirung beider Reihen: 

Die Anzahl der Gruppen , welche wegen der Ausdrücke in der zweiten Scheitel- 
reihe auszuscheiden sind, ergicfbt sich, wenn p statt k und der ^eihe nach 
m — )fc— I, Wi*^*i*-2/ .".: i statt. fit gesetzt wird. Auch hier entsteht eine 
Doppelreihe, wie in (if), die jedoch um ein Glied kfirzer ist. Mit Rflcksicht 
auf die Gruppen an den ergänzenden Stellen erhfllt man 

Endlich müssen noch diejenigen Gru[^>eB ausgeschieden werden, welche durch 
Zerlegung des vorstehenden Factors in die (A— i)te Classe G^ppen bringen, 



2 

* • 



Itt 

die iic' Form Gt and S^ z^ehöi^n..' Ihra AanH fiidct aidb>. deifa VDOben 

zufolge leicht und ist • , 

ff. Röcken die auflösenden Gruppen in .diO (Ar-fi3.)tci Sldla^ ><ao '*i^ 
giebt sich Folgendes: ' ,, . ,,.,■ ,^ ., ., .■■„ 

i*(«i, «»+»? «n+3» '.-«»)*+'«»,«, .... »i+i— P{a»+„ «i+j,'. . . . »^>*+'«i|aia, . . ,. «,+» 

• *• • • • • • • • • • •*>».^|«\\ • iW ..*.• V. • ■..a.Jk- i«^' • 

P(<!fi , fli ,...; ft„.ii «„+,-, «^)*+V„^i+i, w .Wfc ^ ■ 

Die tjFüppen, welche wegem der AnsArdolDe i» ndw ersMti' veHidatoii R^M 
ausgeschieden werden mflsßen, ^g^ben steh aaB!'{d«), vriMii p:^k'^2^ ge^ 
setzt und dann wie früher veriatiren. ^rd. Es' Entstellen awei DoppelteMien^ 
deren Verbindung zu folgende^i Ausdruck f<\liirt: v. . « .\ »^ . < 

Durch gleiche Behandlung führen die Glieder der zweiten Sc|ieitelreihe 
zu folgendem Ausdrucke : ' ' 

£2= — 2(»i-o*/i*(ii— 2Ä— l)P-^^^-f-}- i(f/i— 2Ä— iy«*(ii— 2*— 2)^-^-'»"*. 

Aufser^em mfls^en iioch'<Ktf Glieder -d^r^aW^ten Reibe weiter' behandeR Wer- 
den^ welche auf Gruppen von der ^orm G2 und »^2 Ifihren. Es enfdtefaV daraui^ 
folgenddr Ausdruck: * ^ :>:..' i • ■• « r ! 

/>3 = (,yi_2Ä+i)(ii-2Ä)^'»-^-(i/i-3Ä)(n-2i,^ 

.'. ... ., .M.. .. " ;' , . . j.. ■ - ■' «.".: '^ 'V- •••- 

Die spatern Fslle erfordern die gleiche Behandlung. Die Schlofsg{ieder dieser 
Reihen sind 









_ {P:^ (W-2Ä)"' (n-2Ä- 1 r"1'-^ + 5rrw~r !"*~^*T * ^"(»-^^-sr'*-"-*. 



Darob Smnnp|rui|g.d«rWertbe-i«ioii<.Ci','^2; -•• rX^T^4ir ^i £^ti'- •>• •^i>^'2i; 

Di^ D^^ ^p-u+i erhält Jnan folgende Zahl aus (2.) auszuscheidender 

6ruppfQ: I ; y-A}^ ' i i * • -a - ' 



\ '-K 






> , t 



a. c 



I I 



..i. 



»• \ 



• I 



■ I 






I- 



I • ^ <. «; 

Es läfst sich nun aus (3.) ein Schema entwerfen, nach welchem die 
Unterßfic{^!P9g,..weit](i; fprtzii^rön. is\._ > lSiS^^^n\^leh^ | ^^ nämliche S^h^llih, wib . 
im vorigen Paragraph No. 6. , jedoch mit dem Unterschiede, dafs die Symbole' 
^n'^tzV'^i) tSt^ * die «^leich^id Elemente in sich aufnehmen und dafs hier Fa- 
cultäten statt der Fotenzen vorkommen. Leitet man hieraus! ein ScheinWi ffir 
die von C^.) auszibckisidelide Gruppen -AhzaM ab^ 'so entslehl.ein lächema^ 

welches mit dem in (11,) ^^ X^ny|?ftrf«>^W^^;^^f^^'Wt^ 01^3 giebt t^ 
genden Ausdruck : . , i • . . ^ * 



4. D 






• ♦ 



-:'•. .• ')-'. 



1 1 1 



. » » 



I 



« » 






4- ypi^^p^ 

Jlfit.^HOUe fdes ^chema (12.) im yor|gen Pafagraph er^ffiebt sich, leicht das 
Fortgangsgesetz. Die Form des rten Gliedes ist : ' 



t ', i 't\t:i- \ iv. 


















« • . • 
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■(p^k-\-l)^l J ,41-1 (^^HÄKH 



5. Ä = [(£=^^±l(«L^Ä+lri^l»-rftr•---5;;- -^^^ 

■ '•• « •••• 

-!^['^=*^«-*+ir''(--r*r'-'-^^.!^^S^--r*r'''(»-r*-irH+„ 

• < 



I • f • !»■• ♦,-._ « 



i I 

Die dem Erfolge gfiiistige Grappen- Anzahl fsl demnacH ' ' ■ 

6. A= B-C-{-D — B-{-'-'- 

Die gesuciite Wahrscheinlichkeit ist ' ^ 

7 .« (p-*+l)(>»-*+l) {p-k)(m^k) , . 

«• *" = ' „i|-i ,jt+»|-i — .■ -i, ■ \ • . 

r(/>-2Hl)'' H'»-^+l)' '^ 2(;»— 2»)»l'(m-2*)»l» ■ (;»-2»-l)»l'(«»— 2*-l)"*l 
..""-l~^ ' 1.2. »^*M , 1.2vi,»*HI-i ~:T~. Tirj?X*5F3 J 

■ 

, (p-2t+l)(m-2H-l) (y-2t)(m-2t) 

1 ^ IJÜT^UfFi "^ ' i»I».mJ*+i|-i T^* i3|i.„j*+»I-» 

' (p_3t-2)»U(m -3]fc-2y'* 



• « I 



Diese Ausdrücke verkflrzen sich bedeutenä, weiln m\=^n Ut^ und dies führt 
ZU folgender Frage. 

In einer Urne sind m, mit den Zahlen 1 , 2 , 3 , «... in bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt p Kugeln einzeln heraus , ohne die gezogenen 
Kugeln in die Urne zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 



» • • t 
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wenigsletfs A Kegpolü ersdiemen werden , iH^ mit der Reibenfolge der gewöiin*- 
lichen Zahlen bezeichnet sind? 

Setzt man inB,C,DjE,,...m statt n, so ergeben sich folgende Ausdrficke : 
» = (/>-^*+lXm—Ä4-lXi»rT*)^*»-'— (/?—*)(»•— *)(r/i-.&—l^ 

— [(^— 2*+ 1 X«-r2»H- 1) — (;>— 2*)] («•— ■■'*)'^'-', 

4-Up-ik4-iXm—3k+l)—(p—3lty](m.~ii:y^»-' ;, 

u. s. w. Zfthlt man nun in C, D,'E, ... . die schiefliegenden Glieder, welche 
den gleichen FaedtMen von m—^k^l a^gekOren, zwammen, so erhAlt man 
sehr kurze Ausdrficke. Die Formeln C und D gehen in folgende 

• ' (pL:-ik)(p-3k-\-i)(p-3k-{-2) ^^ j>^"-«-. 

u. s. f. über. Das allgemeine Gesetz dieser Bildungsart ist aus folgender Dar- 
stellung ersichtlich: , , . . . ,,. v^ 



J t. • 



« 



■ « t » 



' ; •(1i>-.^^;^j:^.1?^^^(^^^^^ 
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IH0 Zahl der dei» Scfo^e «Qiifltig«! Fille ift fOr ^ vorii«g«id6 AM^gabe 

" •- '••V ^ '_,,.,^ .■...■..-. / 

Die. g^sttcbt^ WabrBcheinlichkeit ist 

• . • ■ 

Die Wahrscheinlichkeit , dafs alle Kugeln in einer bestimmten Ordnung erschei- 
nen werden, ist ans (12.)^ wenn man p = k = m setzt: 



I I 



13, w = — rrnrr- 

^m— 1|-1 



Die Wahr^ebehütdikeU, daft in p Ziehungen p Kugeln in der Rdbenfolge der 
gewöhnlichen Zahlen ierscheinen werden, ist aus (13.) 9 ^^nn p statt k ge* 
setBt wifd, » . 



«I V I I 



i^ * =* "5?=iP"* 



Zieht man (7. und 12.) von der Einheit ab, so ergiebt sich die Wahrschein- 
liebkeit, M$ h6tJKsUfBs k—i K«gehi hintereinander In der ' R^ihenfo^e der 
Zahlen erschoiiiep wer4ei^. ^ : B^lyilten wir fUe frühere Bezeidmungsart bei , so 

■ i V 

die Anz«hl der Gruppen, in welchen. A Elemente hintereinander in der Reihenfolge 

, der Zahlen wenigfstensruad kOcb^teos Mml, also r, r-fl, r-f 3, .... mal, 

erscheinen Werden, wenn die Yersetzbngen ohne Wiederiiolungen zur pten 

Claasa iin)ji|!.^(^'2ü ' (9; ssd gebildet werden. 
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Die entsprechenden Wahradieinlidikeiten sind: 



"..'1 I.- 



16. w 



IT. tp 



- „pM ' 



In einer Uroe beinden sich r Arten von Kugeln. Von jeder Art 
sind n Kngein mit den Zahlen 1 , 2 , 3 , . . . . n bezeichnet. Man stellt sich 
4\6 m ersten Kugdn toH jedM Art gesondert vor^ toimmt p Kngeln einzetn 
heraus, ohne jedesmal die gesogene Kugel in die Urne zurficluulegen« Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens k Kugeln hintereinander er- 
scheinen werden« die qit. der Reihen|olge der gewO^AJUiebei;^ ^sb^n bezeich- 
net sind? :..' ) . .-., i 

Die Zahl der gOnatigM Ki^fcd^gn^pe«! süiamt «lit der ZeU der (ürifff» 
Aber ein, wenn aus den oben angegebenen Element enreihen die; VerMiungMi 
ohne Wiederholungen zur pten Oasse gebildet und diejenigen ausgewfihlt wer- 
dm, in welchen wenigstens k Elemente die Reihenfolge der gewöhnlichen 
Zahlen durch ihre StellenzaUea zeigen. 

Nach dem Vorgänge der Schlflsse im vorigen Paragraph zu (27«) lAfsl 
sich die dem Unternehmen günstige Gruppen -Anzahl leicht finden, wenn man 
bemerkt, dafs jedes Element in einer der auflösenden 'Gruppeü rmaT ersetzt 
werden kann. Die erglinzende Gruppen -Anzahl wird dann ans den gehörigen 
Elementen gebildet werden mflssen. Geschieht dies, so ethUt man foTgenäe 
Ausdrücke für die Werthe^ von B, C, D,' ä,\ : . 

18. B = (p-k-\-l)(m-k^l)r^{m-My-*^-'^ — ip-k) (m^k).r*V {m-k-iy-^'^-'^ . .' ' ' 

- (;^-2A+lXw-2ft+ 1 ) i^(«i-2*)^'-' -f tff^'>ky{'m-7ky^ (fh^'ik'-^lY''*^', 

_2f-2=^^«.-^4t/iV»(rii-3Ä)r**'-!-^-^^^=^ 
a. 8. w. IHe gesQtihte 6rappen - Aftzatt nst 

■ • • 19. • A = B'-C^'Ü-E•■^F.::':' 
i9 



,,' ■ ' .'v.J .' • » 'r/ ' ■ m: •• '. 



».' 
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I I 



Die Wahrscheinlichkeit ist 



20. 



w 



(r»)*l-» (n»)»+* 



r-2*)»l'r"+» 



r (p-2*+l)'''(»»-2t+l)»l'r'* ^ 0h^2il()»l'(<n-2*)»l'i 



j. 
t 



•!l 



^ :. .i.a.(m)**-'«' ^J 



I' 






• I 



(rw)?*+*»-^ 






• « f 



• biö Wahrsftliemlichkeil in dem specielleAPaile ii=^ift efgiebt Sieb leicht. 
Die übrigen Gleichungen, dafs Ar Kugeln von der angegebenen Beschaffenheit 
w«p%at^n9 > bffid' höchstens raial 'erscheinen' iverden, ergeben sich eben so 
leicht und es iat a<ich hier 



• > I 



21. 



22. 



A:'' 



w 



AI - JI+' 



^^ 



(my 



l***»**4 • .• t i 



y t 



uJs. W. ' 



ini.'M ii. 



I • • • 



• I ■ 



.» 



ri 



i l- 



, Das in dieseip Paragraph behandelte Problem ist im 2t6A- Bande der 
^Annal. d. Gergonne P» 324'' als ajafzulösende Aufgabe un^er folgender gant 
specieUen Form aufgestellt: „XJne loterie etant compopee (les ü numeros 1, 2^ 

'.U 4, n^ dont il en sort t ä chaque tivage: .quejle probabi^te y a-t-ii, 

que, parmi les / numeros d'un tirage, il ne se trouvera pas deox nombre^ con- 
secutifs de la suite naturelle/' Im dritten Bande der genannten Annalen ist es 
^QXK\Tä4^ot, 'ßneantre und U&uiüer behttodelL Iti .eiuf r 4%^cineren Form 
ist es in demselben Bande au^estellt und dann in dieser von Le Grand und 
BbelMt Pg. 213 — 323^ und wiederholt von VhmUer Pg. 222 — 231 untersucht. 
Die : dortigen Untersuchungen bleiben aber bei den apeei^len Füllen pnd haben 
deswegen zu keinem allgepieinen Gesetze^ wie es hier aufgestellt ist^ gefährt^ 
Matht* man dal^ Problem aUgemein,' wie hier, is^o-ii^igt sich'Wd der Untetrachied, 
welcher sich ergiebt, wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung (in; die Urne 
zurflcbgelegt wird, und wenn nicht. Im ersten I^alFist die ZaU der Kugeln 
Kei jeder Ziehung vollgtfindig, im sw^en niöhl,-und es entstehen awei jtusa«-» 
mengehörige Probleme, von welchen d«^. eine, in die^fm, dfis iindepe im vor- 
hergebenden Paragraph gelöset wurde, das dine auf Versitzungen ohne Wie- 



f 
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derbolongen, das andere auf V«r3etEQogaB mit WiedwkirfoBgm sieh beeidend. 
Dieser Unterschied ist, wie man sieht, in den oben angeführten Untersuchungen 
übergangen. 

§. 29. 

In einer Urne befinden sich n, mit den Zahlen i^H^ 3, n be- 
zeichnete Kugeln, m Kugeln , deren Zeichen die Reihenfolge der gewöhnlichen 
Zahlen haben, werden besonders beachtet. Man zieht /^mal, nimmt jedesmal eine 
Kugel heraus und legt sie nach der Ziehung in die Urne zuröck. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafe yoii diesen m gesonderten Kugeln irgend eine 
Kugel ibmal hintereinander erscheinen werde? 

Die Berechnung der Zahl der gtinstigen FfiUe hangt mit der Lösung 
folgenden Problems zusammen. Die Versetzungen mit Wiederholungen aus 
n Elementen zur p\en Clause werden gebildet: wie grofs ist die Anzahl der 
Gruppen, in welchen irgend ein Element aus m ausgewählten Elementen we- 
nigstenit Armal hintereinander erscheinen wird? Die Gruppen, welche der Auf- 
gabe genügen, sind 

1. Gj^ =z Ui Ol Ol . . . . Ol = (a.)* 

' • i Äj öTj Hj . . • ; ^3 = (1/3)* 



wenn man sich die m ersten Elemente gesondert vorstellt. Ihre Zahl ist m. 
Der Aufgabe wird genfigt, wenn eine dieser Gruppen von der ersten, zwei- 
ten, dritten, eto. ,. oder von . dw (p^k'-\-l')ten Stelle an ersdieint 

t 

a. Erscheint eine der Gruppen von der ersten Stelle an, so können 
ihr alle mögÜchen Gruppen aus n Elementen zur (p'^k)len Classe folgen. 
Die hieraus sich ergebende Anzahl ist 



» r * • 



b. Erscheint eine der Gruppen von der zweiten Stelle an, so wird 
es zur noth wendigen Bedingung, dafs da» 'Element mit der nämlichen Stellen- 
Zahl nieift an ikar eri^en ;St«He ehrscheihen daorf^ weil dieser Fäll sdion unter w 
begrün. riatL. Foigetti ikaim. |ede !nidgii<^ Zttsamtteiiatelliiog. Nimmt man non 
die VorMUffrbAnMn Ehihente dembob voHa^ndlg« an, so sfaid die anvid ein«* 
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g«ftArtm Grappen wieder «lEiizieheB. Dies giebt 

(<lj) .... Ol 



Ol 

• 
• 


«3 
«4 

• 
• 


«2 

a4 

• 
• 


• 
• 


• 
• 


• 
• 

«1 



««.-1 

«m+1 



(«-.)* 






P'<«l»<fe».^ ••««)* 









«3 !(«»)* 



»iC,-«^,. 



.»y-. 



■ ■ 

Hier bezeiclmet, wie früher, Gi Grappen von der Aten und ^9^ Gruppen von 
der {k-\'i)ien Dimension. Beide Zeichen , G^ und S^^ deuten auf m Gruppen. 
Die aufzuführende Gruppen -Anzahl ist in Rücksicht auf die p — k-^i nach- 
folgenden Stellen : 

Ja == (».«I— m)n''-*-"^ = m»'^*— «iitP-*-^ 

c. Erscheint eine der auflösenden Gruppen von der dritten St^e an, 
so darf kein Element mit der nämlichen Bezeichnung an der vorhergehenden 
Stelle erscheinen. Nimmt man auch hier die vorstehenden Elemente vollständig 
an, so ergiebt sich 

Hieraus erhAlt man, in Bezi;ehttBg auf die ergiMenden Qnippei: 

Satzt man diese Schlüsse w^ler fort^ «o findet siith fülr da» SeUnliwlied: 

Durch Summirung der Werthe A^^ J^j Js, .... Jp^^+i ergiebt sich folgende 
Zahl auszuscheidender Gruppen: 

Diese SdUflaM tfaid ac lange richtig, bis die anftSswdea Gruppen auf 
die (ft-f l)ta Stelle gerückt auiul Ist dies geaohebM, so tritt ^ nath Analogie des 
IQ den beiden Votkerg»bettien Para|graphen Geaagtea^ folgendW' SdnoM ein: 



* » 
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Die Aozahl der wegen der eratea Verticalreihe ajui^zuschetdenden Grop* 

pen ergiebt sich ans (ä.), wenn der Reihe nach k, k^\^ ^-f^^ P — ^ 

statt p gesetzt, m statt G^ eingefflhri wird und die ergänzenden Gruppen ge* 
zahlt werden. Es findet sich 

+ n [2i»« —1 .«] m»''-''*-» 
-j- n* [3»i» — 2 m] WM''-"-* 
-j- n' [4«i n — 3 m] niii'^-*-» 

< < • 

il. Ganz auf dieselbe Weisö werden die AnsdrAcke der zweiten Scheitel- 
reihe vom zweiten Gfiede an bebandelt. Bs ist der Reihe naöh Ar» k-\-\^ 
Ar-f 2, .... (/El— ^~1) statt p in (2.) und fn statt iS'x zu setzen. Die e»t- 
stehenden Reihen sind nm je ein Gli^d harzer als die eben gefundenen , stim« 
men aber im Übrigen mit ihnen flberein. Es findet sich also 

e. Die Glieder der zweileirScheitelrelbe mfisTsen mn noch einer zweiten 
Bebandtiiig» tuM«tir<Nrfen werdmi) vrelebe gfeli Ms folg^er DtnUrihng ergiebt: 

... /4-p'(ai,tf,v.... «„r^-JP'c«!, «»,.... «,)'^*Si. 

Die Vörbin^g der Aosdräcke P'(aiya2y....a^^^lSi fOhirt zu Gruppen von 
dM SAlea und (3A-}-l)tMi Dimension, die sich als Ganzes characterisiren. 
Der erste Ansdmck giebt 



(«<»)»^»«Ul(iU>*-=^«^.' 



\ 

t 
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Die Anzahl dieser Gruppen ist m. In Rficksicht tmf di^ be^iteaden Grappen 
ergiebt sich folgende Anzahl: 

f. Der Ausdruck P'(fli, «j, .... a„)*'P'(<ii, «»',....<»,)*"* Ä» giebt nach 
dem eben Gesagten und nach ' Analogie der frflhern ISemerküngen, wenn die 
vortretende Elementen -Anzahl vollständig angenommen wird, Folgendes: 

P' (<i„ fl„ .... fl„y C, - ff, 1 (<!,)'*=■ n a - Ä,-. 



• •••%• • 



Dies führt za folgender Gruppen -Anzahl: 

Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so ergiebt sich fflr die Gruppen - Anzahl 
des letzten Gliedes: 

Durch Vereinigung von X^i, Da, A, •••• •Dptot+i oiniebt sich 

Wird Ci — Ci— C, zammmengezahlt, 90 is( die von (2.} 4QS||iiach6i4eiKle Zahl 
von Gruppen: 

-[(/i-2Ä+l)m.n'-^*-(;?-2*>m;iir:^*-^ . 
Gehen wir auf demselbeii Wege weiter, sd zeigt sl0b. leicht .die Überein« 
Stimmung der hiesigen Entwicklungsart mit den^ \/i den. bdd^ vorh^rgehei^en 
Füllen. Es gelten deshalb auch die nSmIicben Schemata, wie früher, deren 
Anwendung sich aber dadurch yereinfacht, dafs aHe die Symbole fi^^ Cr,, &3, .... 
und Si^ 82^ 83^ .... ohne Unterschied auf m deuten. Demnach isl die Zahl 
der von C auszuscheidenden Gruppen : 



I5S 

Das Foiigang^gesbtz, welches, diesea Gebilden zu Oruüde liegt, läfst 
sich deutlich erkennen. Es fällt mit dem in (4. und 5.) im vorigen Paragraph 
zusummen, wenn gehörigeii.(h*ls Potenzen statt Facnltiten geschrieben werden. 
Es ist allgemein 

6. /j=fc*M)l';„-.,^-._-.(£-^.„,.^-«-.- -; -■ ' -. 
^ +^-^2=^'-«.'-»-"-'-....(-i)'-i^=t?±^'.™'-«-<'«>' 



... .^ 



... - y . 

Die dem Erfolge gfinstige Gruppen -Anzahl ist 
Die W«hjrs9Ji«^i>iic^eU ist . . ., 



* ; « 



K • fc ' . > 



;• 



I S. w= (p--^+l)m (p'-k)m 



f. / " ' 



« • - » 

A • 



i f 






(. 



1 1 43U„3* "* 43U«>3t+l T"* 43|lM3k+2 



1 1 ' ' > 



» / 



U\ einer. tr^P^^b^ft^ al^lf tfff.,^Sjei^ ZaWeq.,,J; 2^ 3, .... f|i be- 
zeichnete Kugeln. Man zieht fmial , nimmt jedesmal . eine (Cogel heraus und 
legt sie in die Urne nach der Ziehung zurück. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, defi» irgend eine, ^ligel Amal ^Imteretpaorfer ditc^einep w^^le? 



Die dem Erfolge günstige Gruppen -Anzahl ergiebt, sich, wenn OMin in 
den Werlhen von B, C;'D,B, rn äla^t »setzt. * (l6Sctai£|h|t dites, so er- 
geben sich für B, C, D, E, sehr kurze Ausdrücke, wenn die schief- 
liegenden Glieder auf diMolb^ Weise wie in (Q. 9i. und 10*) summirt werden. 

Es findet sicn 

20 
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9. c^l£=Mlf!.,,P^Ha_2.<^-^H|)(P--2H<).^>.. 



(p- 2k)(p-^2k^i) ^^^^ 



■*^i^B«W^H 



10. D=fc^.«'-»--3.£=fEii.fc^^ 

u. s. w« Allgemein 

11 jt (p-rHir" ,^,-r»-nr r p-(ft-i)r-g (|»-rHir'\ ^^«-iw. 

■ 

Dieser Ansdrack Ififst sich noch weiter «bkflrzen, wenn die FacnlUten in 
(9. 10. ond 1.1.) anders geordnet werden; wie es sich ian der Gletchnng (10.) 
zeigen wird. Es ist, wenn man die Potenz m'"'* aus sfimmtlidien Gliedern 
scheidet , 

13(1 — r-»» = — pii »r i pfi m, 

— d 3 • pi "» — jjfi — <»»* pii ^»t 

(»— 3*)»i» (p— 3»)>r» 
pp — = pp — ■ 

Werden die, zwei verticalen Reihen auf der rediten Seite des Glefchheits- 
Zeichens vereinigt, so ist 



demnach ist ■ ^ - 



tu 

Auf gleiche Webe lassen sich die ttbrigen Glieder E, ii\.. ; . . behauMi, aad 
die Zahl der ginsligen Grappen ist 

13. A^ [(/»-A+ir« -f (^-/f)(«i-l)i«i^* 

► ■ 

i ■ 

Die gesachte Wahrscbeinliehkeit ist 



+ T^:;^! + 4.2.ä;m»» ' 

(^— 4*4-l>^'m(iw— ly (p— 4<!)*>'(m— 1)* 

; 1.9-3»** i.a.3-4.««* 



oder auch . 

15. , ^ i.-^+ir^i^i} y_,^^y iP-^m^'r [,_^+^ 



- "^g:;r"' [.-«*+;^] 



* • • • * r • • • 



Behält man die gewihlte Bexeicbnang bei, so giebt i- . 

Id ■ A^-'^Al'-AT' . ' 
die ZaU 4eT Grttp^en, weim ette Kugel wenigstens Amal faintereinaüder «r- 

* • « * * 

scheinen, «id dieses wfederhötte Erisobeineft wenigstens mal und höchstens 
tmal -eintraten sofl. 

Die Wahrscheinlicbkeiten, dab imtef den obigen Bedingungen eineKogel 
Amal hintereinander erscheinen, und dafs Aeses Erscheinen wenigstens r und 
höchstens Mial eintreten werde , ist unter den oben angegebenen Bedingungen : 



t7. w 



tif 



18.. w ^ ^*~f\ ■ 
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St^t jwaik. in (15.) m«=:^4 so ecgid»t Mcft . 

2* TT- 2'* "1 ^ ^1-2.3 -2« 

Diese Gleichung beantwortet folgendes Problem. 

^ trachtet gegen B ein Ereignlfs Xrmal hinlerehiander herbeizuführen. 
Das Gleiche, UBternimmt S gegen A. ,. Die Wahrschefnllchkeit^ im einzelnen 
Falle zu siegen , ist für ^ und B gleich grofs. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafi» iü,p Versuchen eiiMr you beiden gesiegt haben werde? 

Die Aufgabe läfst sich auch in folgender Form ausdrücken. 

(A:-f 1) Personen spielen miteinander, unter der Bedingung , dafs Der- 
jenige gewinnen soll , welcher der Reihe nach alle seine Gegner besiegt haben 

I 

wird. Die Wi^brscheifilichkeit -für jeden Spieler, im einzelnen Falle zu siegen, 
sobald er zum Spiele gelangt, ist ^, Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs das Spiel ijn p Yörsuchen geendet sein werde? 

. , N. BernouUi hat* diese Aufgabe in der eben angegebenen Form in einem 
Briefe an Montmort aufgestelil (Analyse sur les jeux d'haz. I[ ed. Par. 1714« 
Pg. 382). Laptace hixt es nach ihm (Theor. anal. d. prob. Nro. 11. Pg. 241) 
durch die ^Fonct. generatr.'' gelöset, ohne die Arbeit des Erfinders anzufahren. 
Hi6r erschein!; es als ein besonderer Fall einer sehr allgemeinen Aufgabe. 

Häufig kommt dies iSpi^l unter drei Personen vor, und zwar so, dafs 
diejenige, welqhe iQi einzdaen Falle verliert, eine bestimmte Summe an den 
Gegner und in eine gemeinschafUiche Gasse zahlen mufs. Die Wahrschein- 
lifjikeit, dafs das Spii^l . in. yi Versuchen geendet sein werde, ergiebt sich, wenn 
in (i^O A=? 2 gesetzt wird. Bei 2, 3, 4, 5, 6, ... . Versuchen sind die 
Wahrscheinlichkeiten . . i : . . . . > 

i. i, li UrHf H^ +U,i--.. 

.^, Anm., . Das hJL^jT befolgte Yerl&4^>(n .i^t zu, J^tw^mijngen sehr dien- 
licht £3 »hat. sicif dies schon. ipXS«, 26 J.gwe)gt und wird sich inwier zeigen^ 
auch wenn nur specielle Fälle zu behandeln sind. Soll dip. Glf^iduiqg (190 
eptwicl^elt, und di^ 99)01^. gegebne Darst«H)»ng. der Aufgabe, baibi^^^^ wer- 
den , so wird maa die ^teiiAung. i^uf f(^ .... 

I]ffi)i(H da^ ^piel gjieendet vifffie^ m^[$ jr^^qd ein Spieler Aoittl hinter- 
einander gewinnen. Er kann aber nur gewinnen, wenn ihn die Reihe des 
Eintritts getroffen hat. Der erste und zweite Spieler kann also nur in den 
r ersten Vers|ichen gewinnen, der dritte nur von dem zweiten Versuche an, 
der vierte von dem dritten Verguctie an, u. s. w., der (A-f l)te von dem 
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(p^k^i)lm Varsttcbe an. Demaaeh sind l(p-^k'\-i)^iJiW9üe möglich, 
i« wd^hen 4ie6 .gefchribm. kttiii» Die Wabr^pbeloliehkeU , dafe da9 Ereignifs^ 
in jedem einzelnen Falle eintreffen werde ^ ist ^. Denaach ist die gesnebte 
Wahrscheinlichheh 

20. IT, = — p — f-^. 

Diese ScblQsse sind ricbtig^ bis das Spiel bis zu dem {k'\'t)ien Yersaofa^ 
vorgerfickt ist; dann sind k Ver^ncbe 'vopansgagaligeil , worin das Ereignirs 
schon eingetreten sein kann. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit mufs be- 
stimmt und von der eben gefundenen ausgesobfeden werden. Sie findet sieb, 
wenn die Zahl der günstigen Fälle nach der Formel 

bestimmt und mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit des einzelnen Falles 
verbunden wird. Wird daher in (21.) /> = * gesetzt, so ergiebt sich fflr die 
abzmiehende Gröfse: 

"*' = t + srJgJ^- 
Ist das Spiel bis zum (/c -f- ^)ten Versuche vorgerückt, so ist in (21^) p = k-\-X 
zu setzen und es ergiebt sich für die auszuscheidende Gröfse : 

Ist das Spiel bis zum (A-f 3)ten Versuche vorgerückt, so ist in (21.) p = k'\'2 

ZK setzen und der auszuscheidende Ausdruck ist «^ . 

r 3 , 1 1 * * 
^♦ = UF + a^Jgr 

n.. fL m, EadUcb ist . 

rp--2k+i ,111 

Die Verbindung dieser Ausdrücke führt zu folgender Formel: 

^* = L rr^ + — ¥ — w' 

Dfe ScMfidse sind so Fange gültig, bis das Spiel bis zum (2Ar-fl)ten Versuche 
vorgesehrfften ist. Dann treten fthnliche Fälle ein, wie die vorigen; wekbe 
dann wieder Ausscheidungen veranlassen. Diese Ausscheidungen ergeben sich^ 
wenn in dem Zähler der eben gefundenen Formel 

^' TS '^ i 



l 



der Reihe nach p==:2k, 2Ar-fl, 2A:-f>2, .... /p — k ^esetct wird und die 
Resultate mit den enlaprechenden WabrscheinttcIikeiteA verbiniden werden« 
Daraus entsteht folgender Ausdruck: 

,r _ lp-3k+i)(p-3k+2)(p^3k + 2) , (p^3AH-l)(y-8*+g) 
^2 — 1.-2. 3. 2^* * 122^* 

Die Schlösse lassen sich leicht fortsetzen und es ergiebt sich durch schickUche 
Verbindung die Reibe 

4^, tv — —^ 1.2.22* t 1. 2-3-2^* "" ""' 

die schon in (19.) aufgestellt wurde. 

§. 30. 
Ein besonderer Fall der Aufgabe im vorigen Paragraph soll hier näher 
beürachtet werden; und zwar unter folgender veränderter Form. 

A trachtet, gegen D ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle 
durch die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet wird , rmal hintereinander in p Yer«- 
suchen herbeizuführen. Die Wahrscheinlichkeit, welche das Eintreffen des für 
B günstigen Ereignisses bedingt, werde durch b bezeichnet. Wie grofs ist 
die Wahrschelnifchkeit für A, seinen Zweck zu erreichen? 

A erreicht seinen Zweck , wenn das ihm günstige Ereignifs rmal hinter- 
einander, entweder gerade vom llen, oder vom 2ten, oder vom 3ten u.s. w., 
oder endlich vom (/> — r4'l)ten Versuche an eintriffl. 

a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliebe Ereignifs rmal hinler- 
einander vom ersten Versuche an eintreffen werde, ist 

v>i = ll^ 

6. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es vom zweiten VerMdbean eintref'* 
fen werde, setzt voraus, dafs dafs für J günstige Ereignifs im ersten Versuche 
nicht eintreffen werde, weil dieser Fall schon unter a vorgesehen ist. Die 
hieraus sich ergebende Wahrscheinlichkeit ist 

c. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das für A günstige Ereigaifa vom 
dritten Versuche an eintreffen werde, setzt voraus, daCs das entgegengesetzte 
Ereignis gerade im zweiten Versuche eintreffen werde. Im ersten Versuche 
kann jedes von den beiden fraglichen Ereignissen eingetroffen sein. Die hie*- 
durch bedingte Wahrscheinlichkeit ist 

1^3 = {a\b)ba\ 



F 
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d. Die WahracbeiaiiclikeU, dars das fflr A gflnsUge Ereignifs vom 
vierten Verenehe ao eiatreffen vrerd«, setat voraus , da& das Sotgegengesetzte 
gerade im dritten Versnobe eiatrefflea werde. In den beiden ersten Versnoben 
kann jedes Ereignifs eintreffen. Die Wabrscheinliohkeit biefttr ist 

Werden diese Schlösse weiter fortgesetzt, so ergiebt sieb fQr die Wahr- 
scbeinliebkeit, da& da« Ereignifii gerade vom (/»^r-fl)ten Versnobe an ein- 
treffen werde: 

Dvrob Vereinigung aller auf die vorstehende Weise geilindenen Aus- 
drOcke ergiebt sieb 

• ■ 

Die Schltlsse sind so lange gültig, als die Potenzen des vorausgehen- 
den Binomiams a-f 6 sich nicht bis £ur rten erheben. Erheben sie sich bis 
za dieser Höhe, so enthalten die Glieder der Reihe Fälle, die fQr A günstig 
sind und welehe ansgeschieden werden müssen. Die Gliedert yv^ekhe hiebei 
in Betracht kommen, sind 

{a-\'bybQ\ {a^bj^^bff, (n-f i^+^Är/, .... {a ^ by-"-' b a' , 
Die Ausscheidung geht nach den Bemerkungen in (a, b, c) vor sich und es 
sind diö Söhlflsse, welche dort auf p — r-fl Fülle angewendet wurden, auf 
Pj r-j-l, ^-f-S) •••• P~^ Fülle anzuwenden. Dies giebt 
üi 5=3 arboT, 

^2 = i^i^baObif, , 

# ■ • ■ 

Dieser Ausdruck lAfst sich leicht in folgenden nmformen: 
3. »„ s= (p—2r)arba'-\-(barfl{p—2r-^i)-\-(p—2r—2){a-\-b) 

Die in Klammern eingeschlossene Reihe Ulkt sich nach (No. 417. §. 84. S. 180) 
meiner aufsteigenden Functionen^ snmmiren. |Sie giebt folgenden Aqsdruck: 

per Ansdmcl^ (J^O 44^ (30 ^f^ 9q lang« ein nohüges Resultat, ä(».d|e 
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Potenzen tod a-^-b unter r stehen. Erbeben sie sieh nuf r, oder ' darüber, 
80 sJnd Aussoheidoo^n nötbig, die man anf ähnliebe Weise wie bisher er- 
hlrit. Benotet man biesu die obigen Olelcbudgen , so -findet sieh 
4. /= (p—9r^i)ar(barf, 

-j_(;,_3r-2)<r(*«')H<*<«')'(f— 3''— 2) 
-|-(p— ar-.3)ii'(*a')'-i-(*a0' [(/»— 8r— 3)4-(/»-3r— 8)(a+Ä)] 
-f ( ;»— 3r--4) oT (baTf -\- {Uff [(^— 3r— 4) -f ( ;»— 3r- 4) («+*)" 

+ (/»--3r-4)(«-f-6)»] 

Wird hier die eiogeklammerte Reihe nach der oben angegebenen Art summirt, 

■ 

90 gebt (4.) in folgende Formel Ober: 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich folgender, von (5.) auszuscheidender Aasdruck : 

■ 

(pl4r-3)*l'l' 
. ■<^^iJH(dJ(LÄ_l)J' 

Das Fortgangsgesetz liegt klar vor Augen. Die Ordfsen k und 6 stehen 

in keiner nähern Beaiebung zu einander, sondern sind gegensddg unaUhflngig. 

Hieraus ergiebt sich folgender Ausdruck fOr die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

7. w = '• 






* I 1 



« • • « 



••^ • . • • • • . • • • .. • f ... . . .^. . • , 

Werden die Gröfsen a und h in eine bestimmte Beziehung zu einander ge- 
bracht und wird n-j-^etcl ges<itM/so scliHefeeb dle^fllr Ü-iAidl^B gfinslfgen 



WidirsdMtnlkAikettbtt sich gegettMVUg tto. Fflr diesen Fall nfmiaV die Reibe C?«) 
eine einfac&ere Gestillt tfQv Es efiteteben BAmlich Atisdrftcke von der Form f, 
Wi^he Teidit besHmtnl^reWerdi» Hefenr; wie man sieh aus der 3ten Abband- 
1mg m. Dffierent. öälatAs fibei^Bea^en kmn. Demnadi ergiebt sieb ans (7.) 
folgender Ansdrttbk: 

oder 

Hieraus findet sieb aucb die Wahrscheinlichkeit, dafs B ein Ereignifs 
wenigstens «mal hintereinander, mit der ffir ihn günstigen Wahrscheinlichkeit 6 
in p Versneben berbeizuf&hren im Stande sein werde. Sie ist 

»ft, „ ^ ^it;[y + l.]^(y--i>,X'»«')' [''~ i'~' + v] 

Zieht man die Gfleicbnngen ( 8« oder 9.) von der Einheit ab, so ergiebt sich 
die Wabrscheblichkeit , dafs A im Stande sein werde , das fragliche Ereignifs 
unter den genannten Bedingungen höchstens (r — l)mal hintereinander herbei«- 
zufahren. 

Die vorgelegte Aufgabe Iftfst sich leicht verallgemeinern, wenn den 
Gröfeen a und b bestimmte Werthe beigelegt werde». Stte. stellt akih uater 
folgender Form dar. 

Ai trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einseinen Fdle durch 
die Wahrschemlichkeit a bestimmt ist, gegen die Personen J, , J3, . . . . A^ in 
p Yersuchen wenigstens rmal hintereinander berbeisnfabren. Die Wahrschein- 
lichkeiten, weldie das Unternehmen der Gegner begOnstigen, sind der 



nach *, c, rf, ... . «... Me der andern Personen versucht das NimUcbe 
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igfgea 4ie tbrif es. Die iboea «akonmende« .Zil4wi von Vartwidpii mi 
ßj <,4f, . .,.«.. Wie.fr9|H i9k <U9 Wahr9oliai^wbk«it für d|e eüwelpett Pec9on«a? 
Diie Wabnqh^iiUclikeU ittr A^ IfaiAet. flioii l«H*t im ^^ i^<^Wif» 
idtB^es Fantgraplif , indea die Geaeauatsaiil der- Cfegqer 4Qrch Sinen Tfrtre&w 
werden Itann, fflr welchen die Summt sflmmtlicher WabrsebelKlicUieiteD SMU 
findet Setzt inw ^emnaeh in (7.) b = b-\-e-{-ä-\-...,-\-mp s« ist die Wahr- 

scbeinlichlieit für A^: 

11. w ^ ■ 



E 



— 2r—i 






' I • (p-3r-2)(a+H..-m) (p-Sr— 2)»l' l 

(4i+A+....m— 1)* l»l'(«+6+...-ii»— 1)J 

*■'"'•* ' * * ' 1* ' ' ' * ". ' * " 

Av^i deiche Weise. findet sich die Wahrscheinlipbkeit fflr jeden andern Theil- 

nehmer. Die Gleichung (HO vereinfacht sich sehr^ wenn 

gesetzt wirdl Fflr diesen Fall hat man, M$ df n Rieben Orftiidai wie frtber, 
folgende Gl^ichiiiig jsnr Bestimmung der WahrscheinUchkeit fflr Afi 

■12. »=', (l_,K[i^ + ^] 

» .. • P — 2i* .- ^ ,.ra—2r—i 1 i 1 >' 



1 i3ii (1 - "; «^ L 3 + "ÜIjJ 



.: Sil II »'. -^ ^ ^ ^ . , ^ ^ ^ .^ , 

IN« Wtfln'seheittlieliieit Air iSl« ist ' . .i 



I 



* l'»i'.i -p; ! • 'i. 



"•.,"'=: . ,('-»)'■ [^+1^1: 



• . ' I 



I k . :."'.p*<Nr / < . in . ■ /^***-&>)*^^1'i > i>i* • — V 4« * | »ii * L >i < 
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1<» 

« 

Die etatgegfängesetAM WnbrfiKtheioiMkketteti e^efietf ik^ teibüt. IKe 
in diesem Paragraph gefundenen Gleichungen lassen sich 2u Anwefaifungen w& 
die Combinations- Lehre benutzen. Entfernt man nämlich den Nenner aus den 
vorstehenden Gleichungen , so kann man ans der Gleichung für die Wahrschein-«' 
Klefakeit mf .die Zahl* der dein Unlemehmen gänstigen Fälle flbergebeH. Dabei 
ist jedoch sa beaditen^ dafs die Gröfeen, welehe die Wahrscheiniiehkeiteli 
ausdrfk^ken^ nicht quantiiativ versdiiedw, sondern nntereidander gteich m%h^ 

nommen werden mflisen/ weH sie in Aeseai Falle Eleaebüe ^eortreten.^ Ei 

111 1 

itl demiBüh itt (120 «t» — , frtaa--^ c«»*^, .:.... tiftt»^-^ Käseteen und 

^-^ m^ m^ fn^ m 

dänh mit m^ zu muKIpIiciren. Hieraus ergiebt sich die Anzahl der Gruppen, 
in welchen ein bestimmtes Element wenigstens Vmal hintereinander' Erscheinen 
wird, wenn die Versetzungen mit Wiederbölangen aus m Elementen im pleii 
Classe gebildet werden," Sie ist » :> i . . 






\ 
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oder auch, in veränderter Forte , 

.!■ • (p-^) \( tt-^Hm-i) +»»-flL jj, j-s^o--*^ 

• • . * . 1 '2 I , . , . 

(l>-4r) (p-4r-l) (p-4r-2) [(p-ir) (m-1) 4-m-}-3i iy„p-4;-4 ' 

[ 1.2.3.4 ^ — — - (*»- 1 r «• 



— I ' i. «\ 



Hianrns Mist sieb auch di« Anzahl deijeirigevGraiti^dn^i^en, in welcben 
ein bestimmtes Element böchstens rmal bintereinander t. s. w. erscheinen wird, 
w«Mi ^ie Ver$«t«Hig«a Mit Wi«derholoitgen ««0 tu. laMieDten- gdkfldet werden. 
Bie YOMltlMid« Aufgabe i«l tnü beMiiid«rer Fall d«r allgeoMtoeo ia votigm 
Paragf«pli-, Wie M«ht zu sehen. Aas (7. $. 39.) UtfiM fie Jieh gfeidriUhi aklelt»tt.> 
' V«s den }ir dteMm Paragrafb entwiobdtMiiCIWehing«» iuii Lnpkwe 
(Th^«A*l. d. prob, Kro^ld. Pg.S^O) denk Nr*^4). dieses^Panifrapbsg«» 
g^benen AiiisdHick ki etwas ^rersndwter €le^t|It< Abgeleitet' md«ieh d«Wi aaf- 
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den beMüdeni Fall beschrbikt, wenn sieb die Wahrscheinliehkeiten der beiden 
Gegner A npd B znr Einheit ergAnnen. 

$: 31. 

A wOnseht ein Ereignils rmal eber hintereinander berbeixnfülbren, als 
B m Stande ist^ ein für ihn gflnstiges Eretgnifs #mal hintereinander sn er- 
Iwgen. Die fflr A günstige Wahrscheinliehknt im einzelnen Falle ist «; die 
fflr B gOnalige ist k Wie grofe ist die Wahrscheinlichkeit tür A? 

Die Benolznng der im vorigen Paragraph gefundenen Glejehnngen dient 
zur Beantwortung der vorliegenden Frage. Wir legen die Gleichung (8.) zu 
Grunde, worin a-]-b=^i ist, weil eine andere Voraussetzung 4ie ohnehin weit- 
läufige Rechnung noch weitläufiger machen wQrde. Die genannte Gleichung 
bleibt so lange in Kraft, als die Zahl der angestellten Versuche r-^-s — 1 nicht 
überschreitet Wird sie gröfser, so können Fälle eintreten, welche fflr B 
entscheiden. Sie müssen ausgeschieden werden. Die fflr B entscheidenden 
Falle beginnen mit dem (r-{-«)ten und endigen mit dem letzten Versuche. Es 
kommen daher die Versuche vom (r-|-ir)ten, (r •{- $ '\'t)len u. s. w. bis zum 
(p — r— «-[*l)ten in Betracht. In allen diesen Ffillen sind die Scblflsse füriB 
eben so zu machen, wie sie, bei Bestimmung der Wahrscheinlichkeit für A 
gemacht wurden« Es kommen folgende Ffille vor. 

a. Das für B günstige Ereignifs tritt in den s ersten Versnchen hinter- 
einander ein. Die Wahrscheinlichkeit dafür verbindet sieh mit derjenigen, 
welche angiebt , wie oft das für A gflnstige Ereignifs rmal in p—9 nachfol- 
genden Versuchen eintreffen kann. Die letztere ergiebt sich, wenn in (8. $. 30.) 
p — s statt p gesetzt wird« Man erhalt 



1. Wt 



f «-(l - (p-2r-,) i<f + '^y '""' (»<)' - ■ • • •) 



+ J.»^(C-- _ fc^!ffi.,^+!C^^-(^^ , . . .). 



i. Das fflrB gflnsüga Ereignib kann in ^-f 1 Versnchra «mal faiafler- 
einander ejntraten. Dies setzt voraus, dafs das für A günstige £r«ignife im 
erstM Verracka vorMs^egngen ist. Hiefftr ist die WahrscheinUchkei( aA\ 
p^s^i Versuche bannen folgen, bei welchen das für A gftnaUge Ereignifs rmal 
hintereinander eintreten kauk Die WabracheinBchkeit, dafs dies geschehe, er- 
giebt sich, wenn in (8*. $,900 ^^-^#^1 ^tt /i^geeetzt wird. Die 
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bnder WahredieiiiH^eiten g1«bt 



+ «*•*«' (^£-^^j 'r-', ^^^ — bar 4- ''^'^^^ ' (*«')*—..» . ;. 

<r. EbM 80 iadet sieh für die oadifolgenden , aascaKb^deBden Fdle: 

8. tt>3 = 

(.+»)«»• «- (i- i£:Jy;:a.K+ '•^•^^\ i<n' - ■ ■ ■) 

4. 1^4 = 

u. s«.w. Wird in diesen Formeln der Aniuibine nadi a-j-^^^l g^^.^^ ^ 
lassen sich die ersten, zweiten, n. s. w. Glieder der ersten und zweiten ho* 
rizontalen Reihen in (3, S, 4, . • • «)) welche gleichen Potenzen von b/f zu- 
gehören, vereinigen, welches 

giebt. ' Die Formel (1.) lafet keine Vereinigung zu. Der Ausdruck (5.) liefert 
so lange ein richtiges Resultat, als die Potenzeta d^s begleit^den Binomiums 
a-f ft kleiner sind als die ^e. Erheben sie sich bis zu s, und darüber, so 
althalten sie Vielfache Ton ^^ welche gegen Jt.entBdieldieip und schon ans- 
^schieden wurden. Ibre Zahl ist zu snoben und auszuscheiden. Dies ge- 
scbieht, wenn man die «ben geraachten SoIdOsse mit denen im Anfange des 
vorigen Paragraph yerdnigt und dabei £e G)eiel»ng (S. $. 30.) benutzt Die 
hiernach auszuscheidenden Werthe sind 

6. i», = 
>*flft'«r^-^^-j . ^^^^ *<r +-T TUT. — (P^> — •' ^>; 
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7. i/j = 



+^.>-«»-( 'y--f"''" - "^''^r""" -»'^V '^"^^r"'" (*^)'--) 

o. 8. w. Söljrt' naa ^ese Ableitungea fiMK, 8^ lohrctn * A wieöw zu eammir- 
baren Reihen. Der Ausdruck (7.) und die ibm folgenden lassen sich in nach* 
stehenden verdnigen : 



I 



Stellt man die Auidrdcke (1. mA b.}^ Qd. und' 8.) zusamnien, und be<* 

» 

merkt, dafs die zweite horizontale Reihe in (1.) mit der ersten in (3.) aber- 
einstimmt, nnr dafs Jene fäit u und diese mit 6 mulUpUcirl Dit, sO lasten sich 
beide in einen vereinigen , da n -j- i = i ist. Das Gleiche gilt von (6. und 8.). 
Died fftbrt zu' folgenden , von der Gfetchuiig (8. §. 30.) auszusclieidencfen Reihen : 

9. «== i-tf (i-<t^.*«'+lE:*Jp&,j,-,.;^,...) 



II... '• l. 



D|a#/Fw4g^agafesetz ist deirtliah. Die in ^ Klammem ei«gesch}osr 
seven Reiben zeiges hinaiebUMi der b^glell^enden Patm%€m Von hu'' eu& ein-« 
faches und gleiches Gesetz an. In Aevi^ffucitUiUn a^r ifind aie versdueden^ 
Das Fortgangsgeselz der Facultaten {(angt von dem Grundfactor der ersten 

* 

FacultAt und ihrem Expone^en. pb. Kennt man diese, so sind auch die der 
fibrigen^ <31ieder bekannt. Die llxponehien der. Facultaten wachsen der lleihe 
naclv um die Eyibeif^ uiufc d^ GrundflENJtot nimmt um die Gri^ r ab. Dem- 
zufolge lassen sich der-Kflrze und Überiifdht wegen dicf Reihen in (d.) auf 
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Die allgemeine Form Mb^ Mt . ; . • 

de» GroftdCuallor dflT Ff»«»!*«. D^mufcb.ölwwt (S|,J fo%öfc^« J^'ow w;\j 

Nächst . diaeer. Atinscheidnog :M ^ao6b eine andere hinsichtlich des fQrJL 

l^iistig#ii ErbiifQisae», nOUiig, JDiW AnsdrA^k^ C^.ml'4.^^.iffiAiui \hnm s^-y 
gehörigtk ^laitiallei» die Potenzen von 0,^K Erheben sidk iU(^^ bis zur g^ 
hörigra Hdhe, so enthalten sie Ffille, die^/ütr 4 entscheiden, während sie als 
f^fW 4>^iiMfoMdi»d iiQfgAf4k( >Yr»ißn. lH«se:.i9<to»«n gMQQhrMausge- 
aoJii^deQ/werika, Si^.liOgiQttßa mit d^m (2ir4-^)teny«rsucMf;|iQ4 «ßV^f^ his 
911 Eii4q; ' Uir^ Bßfi^tiin«iiiAg uiit^li«gl.der bidbainSeii ^chbi&y^eis^ : . . 

Das far A günstige Ereignifs kann rmiA >UiMttMi«M4M . f intri^tf^iu. ^ D^ 
Wahrscheinlichkeit dafflr ist a\ Sie verbindet sicbvOüil der WAbtscheinlichkatt^ 
welche angiebt, wie oft eiiii£tQyigiiiIs^m.al drit vf^tf nem Qe^^tbeiLzusammen* 
treffen könne. DemMpcli M An den dtM erstell Jl^ibeo. voi^ (9* oder 11.) 
p— r stfiU j^ Vi, eatspn. Es ergabt «<{hv" !i - . . . ^ . 

12. / ?«=.flr6»a'fi^,^„-f«'*'a'il^,^^i + a'«i**a'Äp_2^,2. 
Das fflr 4 gfinstigp Ereignifs kann 'm den. folgenden YersacbeiL rmal hinter- 
einander eiiitreffett; .«elpbee l 

giflbU ni«f|9>R«ileli!k«i«A4i«b iflwmiuMli «ndi 8liidi»/d«iarf,^^{f^,l j«it^ in fol- 
gwder-.HeUM'eBlb^ltoiit...: .: > ; >;>;:; .i .;..!'•. .v;-.-,-. •ii,,-;'-.,.'; 

Qi«.FociMl«.C13..ttnA!i4»} vefaidigni tlQh>ttt[fi%m(to^ :,!.1 ...;.| .,. .. i 

Die Anssdidi4wig#a\|n (t3.} ^elUn M langey all dlePotaw«! des begleiten- 
de BinontiiBdQi ntedrig« ab vom CtealGnul«^!. «Werden $ie «o grofs, oder 
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gröfser als die rte, so enthalten sie Falle, weiehe f§eA enladieiden und schon 
zngezihlt worden. Sie sind dann hnssosdieiden. Bure Aosscheidong führt zu 
folgender Formel: 

16. r = arbifb'(fRp.i^,i^(i-\-b)i^barb'tfBp^r-..2 

Zogieich tunk eine Aassebeidong ans (15.) bitaMohdi«b>l> erfdgton^ wenn die 
Potenzen von -a-^-b su- der gehörigen flöhe gesHegen sflid. 'IM» Aassebri- 
dang gieht fotgenden Ausdruck : 

IT. z «= *"«^Äp-.r-.»,«+2J»'<ril^»^,^,-}-(l-j-3a*)*»'4»'Ä^,^,^, 

Eben so mui^ eiA« AnSscbeidnng.ans (8.) hinsichiich « gemacht werden. Sie giebt 

Die Rechnung bewegt sieb zwar in grofsen Kreisen, unterliegt jedoch 
einem festen Gange. Eine Ausscheidung flBhrt die andere nach sich. Ver- 
einigt man die geftindenen Resaltale, so ergfebt sich folgender Ausdruck flr 
die gesuchte WriiracbeialicUceit : 

- *^<r R^r-,,0 --b'tt'^R„^^ , - ah4fb' Ä,.^,, 



— 2b'^if''Rp..a,^t^t'—4ft^(^b^Bp^2r-i^^ 



Obgl^^ <tteso EMwiitklnng In eteein wtsiteniKvdse 4idi («»Wegt, Uilsl si^ 
doch das Fortgangsgesetz erkennen. Mit den Potenzen if, b' sind dfiers die 
Facloren b und a -verbanden.. Pas Gesetz, weldics diesen Verbindung^ zum 
Grunde liegt, fflllt mit^et'OntwickdteB DarBtdlung'foI^Äiderl*roduöttf atttamneii: 

.1. ,.l^b =« 14-*, . . . . s . 

(1-li*K'14^)(l+*> «=■ l+(l+Ä)+(14-«)*-f *•*» ■ 

• (t-fa)(H6)(4+«)(H*) «='i+a+(i+3«*)+a««-f«t*** 



u. fl. IT., wemi nftfllliek alkiithaUieii, wo es geschahen kann, a4-6.= l gesetzt 
wirdl So weitläufig die Gleichutig (10.) ist, so läfst sie sich doch bedeutend 
redticiren, wttm »in a=i=^ setzL Dann giebt sie folgende einfache Formel: 

2:+^ , 1.22«'^+* ' 12. 3»"^+* ' "•••• 

Diese Gleichung bestimmt die Wahrseheixüjchkeitv dafs A ein^reigaifs rmal 
dier in p Yersuclieji harbmfiBbren wird, als A das Gegentkeil in r Versuchen 
n thun im Stande ^st , wenn A und B die gleiche Wahrsdiatnliehkeit haben, 
in^ eii^zeinei^ Falle zu siegen. Die Gleichung (200 lafst sich a«ch ans 4eB 
G|eichonjg9Ji (19. oder 22. $• 29.) ableiteii, wef^n letztere duri;^ .2 divi«* 
dirt wird. 

Vergleicht man die Entwicklungen in ($. 20.) mit denen in ($. 30. und 31.), 
SO . zeigt sieb, dafs iik letztem dann dienlich sind ^ wenn fflr die Wahrschein- 
lichkeiten^ welche das Eintreffen im einzelnen Falle bedingen vbesondere Werlhe 
nöthig werden, dagegen die von (§. 29.), wenn die Wahrscheinlichkeiten, 
welche das Eintreffen im einzelnen Falle bedingen, einander gleich «ind. Beide 
Betrachtungsarten haben ihr Eigenthflmliches. 

Bemerkt man dies, erwägt, dafs jedes der in (§. 29.) vorkommraden 

, ... • • » 

Elemente durch die Einheit dargestellt werden kann , wenn man dieser Einheit 
die Gesammtzahl der Elemente zum Nenner giebt, wodurch der Werth der 
Widirscheinlichkeit fflr das Eintreffen im einzehien Falle bestimmt wird, und 
bringt hiemit in Verbindung, dafs das wiederholte Aneinanderreihen eines Ele- 
ments bei den Vetselzongen mit Wiederholungen eben so oft in den Gruppen 
einer bestimmten Classe vorkommt, als das eines zweiten oder dritten Ele- 
ments, so führt dies zur Beantwortung folgender Frage. 

m Personen spielen mit gleicher Wahrscheinlichkeit im einzelnen Falle 
zu gewinnen, und unter folgender Bedingung. In einer Urne sind m verschieb 
den bezeichnete Marken, von welchen Jede fflr eine bestimmte Person gilt. 
Es wird /rmal aus der Urne gesogen und jedesmal eine Marke berausgenom- 
fli0n, die nach der Zitknng in die Urne zurOekgnlegt wird. Derjeftlg« be*« 
kommt eine bestimmte Stuune, dessen. Marke Amal hintereinander erscheint. 
Wie f#oft ist die Wahrscheiiiliehkeiit fflr Jeden Theünelmer'^ 

Die gesttchl» Wahrsi^MnnlicUdt ergiebt äich aus (14.) oder ans (15. 
§.29.) 9 wenn eine dieser Gleickttogen dnroh die Zahl der Theilneiiiner dtvi- 
dirt wird ; denn nach den obigen Bemerkingen ist die ZaU der gfloslf gen FiHe 
für Jeden gleich grofs. Dieses giebt 

22 
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Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Spiel nach p Versnchen geendet sein werde, 
ist in (14.) oder in (15. $. 29.) gegeben. 

Hieraas ergiebt sich auch die Wahrscheinlichkeit, dafs daä Spiel gerade 
im /Ken Versnche beendigt sein werde. Denn es ist die WahrscheiilKchkeit, 
daiis es in den unmittelbar vorhergehenden Versnchen nicht geendigt sein wirde, 
mit derjenigen zu yerbinden , dafs es in einer bestfanmten Anzahl endigen werde. 

S. 32. 

In einer Urne befinden sich r verschiedene Gruppen von Kugeln , jede 
von n Kugeln, die mit 1, 3, 3, . . . . n bezeichnet sind, m Kugeln jeder Art, 
mit den nfimlichen Zeichen, werden besonders beachtet. Man zieht' ff Kugeln 
einzeln heraus, legt die gezogene Kugel nicht in die Urne zurück, und wieder- 
holt dieses Verfahren raial. "Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in irgend 
p zusammengehörigen, hintereinander folgenden Ziehungen, lauter Kugeln er- 
scheinen werden, welche das gleiche Zeichen haben? 

Um die den Resultaten günstige Gruppen-Anzahl zu, finden, ist zu be- 
merken, dafs der Aufgabe genügt wird, wenn Kugelgruppen von einerlei 
Zeichen gerade in der ersten, oder zweiten, dritten, u. s.w., oder endlich 
in den letzten p Ziehungen erscheinen, p hintereinander folgende zusammen- 
gehörige Ziehungen soll eine Ziehungsreihe heifsen. Die Zahl der Ziehungs- 
reihen ist s. Die Gruppen, welche in den einzelnen Ziehungsreihen ' dem 
Erfolge günstig sind, gehören r verschiedenen Arten an. Jede Art bringt 
r(r— l)(r— 2) — (^—p-^-i) = ^'"* verschiedene Fälle hervor. Diese Kugel- 
Arten haben m verschiedene Zeichen. Es können demnach in jedem einzehen 
Wiederholungsfälle 

aiiflösMde Gruppen vorkommen. Nun nnd # verchiedene Ziehungireiiien m(^ 
Kdi: «ko wwdon folgende FfiUe sa olersvcben sein* 

a. Das Uitaniehmen gcfingt in der erHen iffielwngsreihe. Jeder n^ 
lösenden Gruppe kann jede beliebige ÜnsamneMteUoBg asa den eifänsenden 
Kngelgrnppen in den nachfolgenden p^-^p Ziehnngeii folgen« Die bierans i)ic)i 
ergebende Gruppen-* Anzahl ist, in ROduidit anf (1.)^ 

Bi = m^r^-^{nr^py^*^^K 
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h. Dt» Uotenduneii gdiogt in der iCiMalMZiehoagsraihe. Jad^ Vfto den 
m.(l.) ang6g«beden Gn^pen können die bdKebigen Gnippen ans der ergänsendeü 
Ei^el^AiiSBlil tat ptmi Classe vorraj»gehen , und die tut {ps^2fß)ten kaitti 
folgen. Die Uei^sBieli ergebende Gruppen -Aazahl üt ^ 

€. Eben so findet . sich fh* die Zahl der gflnäligen Gruppen, weldlie 

* 

in der dnden Ziefningilreihe erscheinen, 

a. 8. w. Auf gleiche Weise ergiebt sidb fQr die Zahl der, in der letzten Zie- 
hnngsreihe möglichen oder gflnstigen Gruppen: 

''- B3 = {nr-pr^-'mri^'. ' • *''"', '' 
Werden ai€( Weirthe ' fflr Bi, H^, ff,, .... 0« zusrammengezfihlt, so ergiebt 
$i<Sh für die iSumme der aaflösenden Gruppen In sfimmtlichen Ziehungireihen :' 
* ' • -2. B = s^mfP^-'(jrn—py'^f^^-K '" 

' Dteser Aüsdi^uck wird zu weitern Anwendungen dienen. Die Schlösse, 
welche zu (2.) fttÜrten , geben nur bis zur zweiten ^ehungsreihe ein richtiges 
Resnlttit. Der ' zweiten iiää den spätem Ziebungsreihen gehen nämlich Kugel-* 
puppen Vbti Pf 2p, 9p, .... (ß—l)p Dimensionen vorher, In welchen schon 
äuflösenfle (jroppeh erschienen sein können. Sie mflsseil gesucht und aus- 
gesclüeden werden. ' ist nun eine auflösende Gruppe in der zweiten Ziebungs-^ 
reihe,' öder in eihef spätem erschienen, so kann ihr eine auflösende Gruppe 
vorhergegangen seto. Hierbei kommen folgende zwfei Ftiler vor: 

a. Die Kugeln der vorhergehenden Ziehungsreihe haben das nämliche Zeichen. 

3. Sie haben iötti anderes Zeichen^ ' \ t -v \ \v 

Nach den Bedingungen des ersten Fallet sind schon ^/f Kugeln mit dem näm« 
Geben Zeichen erschienen: daher sind noch >—/» Kugeln mit diesem Zeichen 
in der Urne zurOck.' Die hieraus ^ich ergeb^de'lj nippen-- Anzahl ist 
(r-p)(r-p-i)(r^p-i) ,:..(r^2pA:i) V (r-py[-K 
Diese Anzahl mufs sich mit der Zahl.allef der. Gruppen verbinden, welche 
entstehen, wenn die auflösende Gruppe ifk der zweiten, dritten ^ •« .. «tenZie- 
huBgsreihe erscheint und die vorausgehende währpnd dieses allmäÜgen Zurflck- 
sdireitens alle möglichen Ziehmigsrelhen liifrcbllnü ^ IMe ZUUen der Gruppen, 
welche aus diesem Grunde auageschiedfin ^rdep uffl^^^,. £n^|iyi.,^cl^ wep^ 
in (20, der Reihe nach 1, 2,3, . . . • S;—i staK;f , T—y ß^^^ T ia d<ur Far 
coltät r''''*^ rn — 2p statt rn—p gesetzt und m vernachlässigt wird, wmI 
Kugdn vom gleichen Ziehen in B&traclit kommen:' ^Vwbindet \nan damit die 
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Kig«igfiii^al aa im ergioieidMi Stellen, to ergiebt sldi Polfea^es: 

d ==: 2(r-^)rt-»(fw-8^)rt-»a,.rP»-*(r»-3f/'-*>^=i2m.r^-»(r»-!^/'-*w-i, 



'•-I 



c^(t-l)«i-r»^(»«-a||»)<-»w-*. 
läfst sidi ia Jolgeii4en Audnid( Yereiaigen: 

Nach den Bedingungen im zweiten Falle sind p Kogdn eradiieneo, die 
ein anderes Zeichen haben. Jede Grnppe, mit Kifeln yon eittem beaümmten 
Zeichen, kann sich mit allen möglichen Gruppen von Kngdn mit eifern der 
flbrigen in— 1 Zeich^ verbinden und alle möglichen Ziehnngsreiben yon der 
tweiten an durchlaufen , während eine der vorhergehenden auflösenden Gruppen 
jede vorhergehende Stelle einnehmen kann« Aufserdem treten mit diesen Grup- 
pen verschieden -bezeichneter Kugeln alle möglichen Gruppen aus der ergin-- 
senden Kugel- Anaahl in Verbindung« llan findet die Zahlen aussoscbeidender 
Gruppen, wenn man in (2.) der Reihe nach «= 1, 3, 3, • • . • «— l,jin^l statt ni» 
rn—2p statt rn—p setst und jeden Ausdruck mit (1.} und der ergAnsenden 
Gruppefl«-AnzaU verbindet Dieye Bemerkungen geben folgende Reihen: 

== 2-«'»^*r^*-r^'-'(rji— :^)^*-^>^»-*, 
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= (a-l)m'»-V^:'.r^'-'(ni~2/^/-^'^-\. 
Sie lassen sich in folgenden Ausdruck vereinigen : 

-21— t 

'Werden dieWerthe von C^ nndD^ tusammengezahlt, so ergiebt sich folgende, 
von (2.) auszuscheidende Gruppen -»Anuhl! i i.. ) . 
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UHr wihloi dam F<d9m0«li:. ■■> ;• ' . 

' • • • • • •' ■ ' i . . .* \ ■• ' i ^; 

Hier . beMicImet &aGnyy>cfii von 2jff Dimei^iQfieji , ^^^^^^Qb^eii niir Kugeln von 
miwld 2!eichen yorkommen , Oi Gruppen von p Dimensionen , in welchen kn- 
geh von einerlei Zeichen, und A gletehfötlsrGrvroep yeii /i -Dimensionen , in 
wdchen nnr Kngeln Ton einerlei Zeichen vorkompneii, die aber ein anderes 
Zeichen als die unter Gi begriffenen haben. 

Die Schlösse, welcba ro d^H Fonpehi ^3- ujid4«) fahrten, sind solange 
richtig, bis die zweite der zwei auflösenden Gruppen auf die dritte Ziehungs- 
reihe gerfickt ist und dann aUmilig alle möglichen späterh Ziehungsreihen durch- 
lauft In Jedem dieser Fitte kam noch eine dritte auftösende Gruppe den beiden 
in (30 bezeichneten Torängehen. Demnach- ^eten drei auflösende Gruppen, 
Jede ab Ganzes betraditet, ieu efdander in Beziehung. Jfte letzte bestimmt die 
StelhiBgen, yon der drittem Ziehongsreihe an. Sie durchUuft allmfiBg s—^ Zie- 
bungsreihen. In Jeder eitazeinen Stellung können die beiden vorhe^gehendeii 
unter sich aDe Ziehungsreiheii durchlaufen;^' 'Diesels Durchlauf elf ftüt' mit<^detf 
Zerstreuungen von zwei Elemeitteii in die gehörige FtldherzaU zusieiflinMM; > Ei 
treten folgende Ffille eint ^^ • 

y. Die drei auflömd^^n Gn^pf en entlialien Itugeln mit nur einem Zeichen ; 

d* Sie enthdten Kugeln mit zweierlei deichen ; 

9. Sie mithalfen Kugeln mft dreierler Zeichen. ^ ' ' ' '> .w ... 
Diese drei Ftf^ fessen sich nadr der Analegfe toit (40 auf fiUgend« yißie^ 
darsteDen: ••' ' '* " ' " ^' ■ ' . .• ...• ::,;; rr .. 

GitS^^Gt-, GiGtH,, GiBtKi< 

Nun ist Iddit n uksßk^ da(ii. die ^tuflAfl^nd^Gru|^en,^weldi6 Kugeln mit 
versdiiedeBen Zeilen enthalten, unter sich rersi^edena l^teDungen einnehmen 
können, nnd dafli dM^AifdrMlc&i^tl^ fuf folgende Stellungen dieser Grup- 
pen deuten kann: 

GiG^B^-^^GiU^Gi-^-HiGiGi = -j-j-jAfi^Äii 
nnd der AisdmdK OgHiKg auf folgende Stelluilgeti : ' 

Die Gruppen -Ansaht, welche dordideä Ausdruck ßiGiGi^^G^^ der nur 
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Ktigttn Voll Olii«i4el SeietMoeBOiift, 'JilediDgt win^v iM iN>f*p'T^;<iWieiid& durch 
eine einfache Erörterang zeigen Ififst. Die versciUMleneh'SttiMigcn^' Welche 
die zwei Tomagehenden aofiflißrad^i Gruppen in Beziehong «pf die dritte ein- 
nehmen können , fähren zu folgendem Ansdruck , weHn dabei die Kogelgrnppen 
auf den ergänzenden Z^ehühgisreihen in diel^eiihnudg Mtgenon^^n rrer^n: - 

-«■'ff .r-i-. '- r.: ,r- '-'r^ . . • j '". . :. • ^/ .r '•■' V j.,;-. / . 



.H ; • . .' U^ wfi |4t»itrV»7»<rii?— «jp>^>''(T' - ..—...» , ./ -.-: 
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'•;.; 
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4. s^. to^VWtk (^n _a»««»>rt^ 






;) ..' ..^.(!^iJl^.«.j^M^^^ 



li .. \ (! I. /, • ■' ••.!•, -.^i ^Mi tr jL ■ ."'i »at*jr^~*<rii'**^'tiJ>f^T"^^'~r/» $ , 



Di« (^ruppeQi-Änzald, ,w därch <)en Ausdruck t^ktt': ^2 ff| b'e^^^ 

«li: von, KigBl» tn|jj,;3WJW .yier^edwei^ ,aeicKei^..T«rwü?|?t^ ;. %„ def, einen 
a»icl\«iw.«W^f|J^?i«plP4 4w d«» wderu ;», .Die ?«^ d^p ^^e,, we^^e durc^ 
alle möglichen Znsanunenstellungen dieser Kugeln unter. jMph '«TMitft ji^arden^. ist 

•1 « *«4 • • • . 1 , ■ • i 

; > • • • A 1: . •!• . . . . .;.!/! '1 •.:.■.:>•». ' .1 

Die TerscUedenen SteUungw^ .twj^lqh»: .0?«>^T':fir'^Ap)>9f>'Se^w»nd^^ Wlösfnden 

fitnjfl^e»:.» flltei|;Äi<?fr»««rw<4k^J^.fi«*«(e^ 4i«iMattf J^^IW'W'W MftT 
nen, fiUuren zu folgender Formel, wenn die ergänzenden Kugelgroppj^j^ji^^^^ 

«hrigen ZiehnngsreyieifilnXi^Mhnnqg igoy^n^n vrerdM^V» 

I • • • • 
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4Na Grippen« w«Mw/dV:Aiu4(iid(:9*1^*4'^€^^^ fw4eitf«t, .gcMte» it^ 

yerschiodeiiw.Zeilibeii vu.-, Qi^yeinwdRPgWr wieleh«^ iii.dMdv^ Y«i!s<^6de- 
non Kngel-Aj^n nötlug .wef4/M^». sukI ie|ion vo^isaetieB} dahf»r smd sie in 
der FaonltAt vQn.M. wieder zn entfernen^ üa geUen hier ähoUche Bemerkon- 

jep, w|e itt XS.« ^')'., ??^P A?>?flW ^^ Kiige|(nr'»PJ?«''^f.'^«^<5he biei^er gehöre^ 
sind in dem ,iVa^dra(j|l^e , 
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«, j^ /rPM. i!rtr».rPH-» 






enthalten/ Die Stelinniren, welche die xwei vorhergehenden auflösenden Grap- 
pen in allen Ziehnngsreihen in Beziehung zur dritten einnehmen können, führep 
ZU folgender Formel, wepn die ergänzenden , Kugelgmppen auf den flibngen 
Ziehungsreihen in Becqjiuni^ gezögen wenden: 
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4. ^ . 3»i-» i^. rrt-»; ^1-1 . r^i-i (r n -'3 »V-t*^^* 
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4. if:i*i^ . 3>i-« ^ .rrt-*^.hf . „pH (r » ^ a/»)P<^?«-» 

Werden nun die Werthe von E^^ Elt^ E^ zusammengezahlt, so ergiebt sich 
folgende ZaU ton ;(8.) . «O0zus<^ todtr Gruppen : 

Auch diesen Ausdruck kann man durdi ein Schema geben. Es ist 

I . . - . 

Die Torzahlen d^ Exponenten /^ / welche den Facultäten von'r zogehöreä, 
bilden Summen der Verbindungen mit Wiederholungen zur Iten, 2ten, SteiiV/. . . 
Classe. Die begleitenden Facultäten Von m tiabeii so Viele Factoren, als die 
Verbindnngsdasse angiebt, npd weaden durch einet steigende ^aculttt Von 1 
gemessen, die so viele Factoren zihlt, als Reiche Exponenten von r Torkom- 
men; Ae begleitende Facpltat 8^*^ wird durfeh sp Tteje steigende FacultAten 



iimn 1 Ihldirt) ÜB thepoDentoa "Sefc* FaJeollltm toa r' vArMnttieD. I>ie Vör^ 
-«ddM der Bsrpoffditeii» /i gi^^n 4i« DiteettriöiieB diMer Pactdtaim an« 

Die '2ar EntwicUung' der Gleifcbting' (5.) gemacUten ScUfisse sind so 
lange richtig, bis die letzte der auflösenden Gruppen in dfe yferte Zielnings- 
reibe gerOidkt ist. Ist dies gesdiehen, so inflssän wieder Anssdieidangeff g9* 
macht werden 9 weil eine vierte auflösende Gmppe unter den vorausgehenden 
Kugelgruppen enthalten söih kann. • Die vier auflOsMden Gruppen machra unter 
sich. YersetsuQgen und nehmen tHe möglichen Stellungen vor der letiten an, 
während diese von einer Zieliungsreihe zur andern zurQcktrltt., Es können 
folgende Falle eintreten:, . , 

t. Die vier auflösenden Gruppen haben gleiche Zeichen; 

Tj. Drei haben einerlei, die vierte ein anderes Zeichen; 

X. Zwei und aw6i bähen einerlei Zelehea; 

il. Zwei haben einerlei, die dritte ein zweites, die vierte ein drittes Zeichen ; 

fi. Die vier Gnippen laben vier' verschiedene Zeichea. 

Hienach ergeben sich folgende Formen: 

GiGiGiGi= G^^ GiGiGiHi^=GyHi^ GiGiMiHi^ss^G^Hi^ 
Gl GiBi Kl '= '^2 Bi 'Kl , /Gl Ui Ki Li =i Gi II{Ki Li • 

Wendet man awt diese Daisfelliingen die obigen Bemerkungen an und 
b^flcksichtigt dabei ^ie in ($. 25.) auifgesprochenen Gesetze, welche aus 
ähnlichen Betrachtangen abgeleitet wurden, so eriiSit man folgende Zahlen- 
Ausdrflcke : 

Werden (die verschiedenen Sleliungen berücksichtigt, welche die vier 
auflösenden Gruppen iß s Ziehungsreihen untereinander einnehmen können^ nebst 
der Zahl der ergänzenden Gruppen auf den übrigen # — 4 Ziehungsreihen , so 
ergiebt sich folgende. Zahl von (5.) auszuscheidender Gruppen: 
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Auch hier erkeniil man leiclit das oben angegebene Gesetz. Ibm zu- 
folge wgiebt sich fBr die aaszuscheidende Gruppen -Anzahl folgender Ausdruck: 

n. 8. yr. Dmmiach ist die gesuchte Gruppen- Anzahl 

9. A = B—C-\-D—E-\-F—,..,y oder 

Wird durch die Zahl alier Gruppen dividirt, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Wird in der Gleichung (11.} m = n gesetzt, so beantwortet sie fol- 
gende Aufgabe. 

In oiner Urne befindet sich ,s verschiedene Arten von Kugeln, von 
welchen jede m Kugeln zählt, die mit 1, !^, 3, . . • . /ü bezeichnet sind, p Ku- 
geln werden einzeln hintereinander herausgenommen und die gezogene Kugel 
wird nicht in die Urne zurückgelegt. Dies Verfahren wird ^mal wiederholt: 
wie grofe ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in irgend p zusammengehörigen, hinter- 
einander folgenden Ziehungen lauter Kiigelq! erspheinra werden, die das gleiche 
Zeichen haben? 

Durch Einfflhmng des . angezeigten Werths findet sich aus (11.) 

la. »=i^-nii^p-[-'*'-H--'-('«-*fl 
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Ist 01=3 1, 80 sollen unter den angegebenen Bedingungen nor Kngdn 
von einem bestimmten Zachen erscheinen. Es Tovchwinden also dmn «De 
Glieder, welche höhere Facaltfiten von m als die erste enthalten and die Wahr- 
scheinlichkeit ist aus (11.)' 

FOr kr=z2 ist 



In ($. 25.) wurde eine der gegenwärtigen Ähnliche Frage beantwortet 
Die hier gefundenen Resultate nnterschejden sich ven den dortigen dadurch, 
dafs hier Kugeln mit mehreren Zeichen erscheinen können , dort nur mit einem, 
und dafs hier Kugehi mit demselben Zeichen schon vor der auflösenden Gruppe 
erschienen sein können, dort nicht. 

Behftlt man die Bezeichnungsart wie (§. 26. u« ff.) bei, so ergiebt sich 
fflr die Anzahl deijenigen Gruppen, in welchen lauter gleichbezeichnete Kugeln 
in p Ziehungen wenigstens <mal und höchstens :rmal erscheinen , wenn m ver- 
schiedene Zeichen in Betrachtung kommen und s Ziehungsreihen gemacht werden : 

Demnach ist die Reihe (9.) mit dem f ten Gliede zu beginnen und die vom 
(a?-f l)ten Gliede an abzuziehen. Die Zahl der Gruppen, in welchen unter 
den eben angegebenen Bedingungen lauter gleichbezeichnete Kugeln gerade fmal, 
nicht mehr und nicht weniger oft, erscheinen werden, ist 

Die Mtspreehenden Wahrscheinlidiheiten sind 

J^ — Ä^^ 

Diese Reihen brechen in bestimmten Ffillen bald ab, wie sich aus den Gleichun«- 
gen (19% und 20. $,37.) ergiebt, und führen, oft zu ganz kurzen Ausdrücken. 
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Die entgegengeselste Wahrscbeinlidikeit ist ans (17.) 

§. 83. 

Jemand trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle 
durch die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet wird, in p Versuchen so oft herbei- 
zuführen, dals es immer rmal öfter als das Gegenlheil zutrifft, dessen Ein- 
treffen im einzelnen Falle durch die Wahrscheinlichkeit b ausgedrückt wird : wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unternehmen gelingen werde? 

Der Unternehmer erreicht seinen Zweck, wenn das ihm gfinstige Er- 
^nifs in den r ersten Versuchen eintriflft; er erreicht ihn, wenn das ihm 
gfinstige Ereignifs r-}-lmal und das ihm ungfinstige darunter einmal eintrifft; 
er erreicht ihn, wenn das ihm gfinstige Ereignifs r4-2mal und darunter das 
ihm ungfinstige zweimal eintrifft u. s. w. Dies giebt folgende Zusammenstellung: 

fl% a«^**, if^^^, if^V, (f^b\ a'^+iO>-r)JKp^r)^ 

wo die Exponenten von a und h das wiederholte Eintreffen der bezflgKehen 
Ereignisse bezeichnen. Die einzelnen FiUe werden in ihrer Verbindung unter- 
«nander besondere Gruppen bilden, deren Anzahl zu suchen ist \{p — r) wird 
immer eine ganze Zahl sein. 

a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fraglidie Ereignifs rmal hinter- 
einander in r Versuchen eintreffen werde, ist 4f. 

b. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs r-flmal und 
das ungfinstige einmal in r *]- 3 Versuchen antreffen werde, setzt voraus, dafs 
das ungfinstige Ereignifs in den ersten r Versuchen eintreten werde. Das 
Eintreten dieses Ereignisses in einem der zwei letzten Versuche ist* schon in («.) 
vorgesehen. Berficksichtigt man (§. 41. m. Comb. Lehre), so ist die Wahr- 
scheinlichkeit ffir diesen Fall: 

Wi = roT^^b. 

c. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs r-}-2mal und 
das ungfinstige zweimal in r-f-4 Versuchen eintreffen werde, setzt voraus, 
dafs das ungfinstige Ereignifs in den wsten r Versuchen wenigstens einmal 
und, wenn es später (einmal höchstens) eintritt, nicht später als im (r-|-2)ten 
Versuche eintreten werde. Untersucht man die dem Ereignifs gfinstigen Fälle, 
so ergiebt sich folgende Wahrscheinlichkeit: 

28« 
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ä. Die Wahrscheinlichkeit 9 da& das tnf^Ae Erelgnife r-f- Sinai nnd 
das ungünstige dreimal in r-|-6 Versuchen eintreffen werde, seist yoraus, dafs 
das nngflnslige Ereignifs in den ersten r Versuchen wenigstens einmal und, 
wenn es spSter (zweimal höchstens) eintritt, nicht spiter als im (r-|-4)ten Ver- 
suche eintreten werde; Untersucht man die dem Ereignisse gflnstigen Fälle, 
so ergiebt sich folgende Wahrscheinlichkeit: 

e. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereigniis r-f 4mal und 
das ungünstige viermal in r-f 8 Versuchen eintreffen werde, setzt voraus, 
dafs das ungünstige Ereignifs in den r ersten Versuchen wenigstens einmal 
und, wenn es später (dreimal höchstens) eintritt, nicht später als im (r-f 6)ten 
Versuche eintreten werde. Aus dieser Bemerkung ergiebt sich folgende Wahr- 
scheinlichkeit : 

u. s« w. Das Fortschrritungsgesetz ist leicht erkennbar. Man erhält für die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit folgenden Ausdruck durch Vereinigung der eben 
angegebenen Fälle: 

1. «. = a'[l +r«H4Jä W+ •'^•■Vi!t% iy+ ■■■■ 

•••+ 123.. ..fii —^^^) +• -J- 

m kann sich bis zu ^(p — r) erheben. 

Setzt man in (1.) a = b = ^ und multiplicirt den Ausdruck mit 2^*, 
so giebt die Gleichung die Anzahl derjenigen Gruppen, in welchen ein be- 
stimmtes Element immer rmal mehr, unmittelbar hintereinander oder im Über- 
schusse über das zweite erscheint, wenn die Versetzungen mit Wiederholungen 
aus zwei Elementen zur plen Classe gebildet werden. Es ist 

• 

Setzt man aber in (1.) a= — and b=^ nnd molÜpUdrt mit mf, so ergiebt 

3. ^ = 

yMP--|-I.(m-l)mP-'-'4-;^^(m-iym^^.|- ''^'"ff^^^ (fit-l/m^-'-f .... 
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Diese Gleichang beslimmt die Anzahl der Grnppen , in welchen ein bestimmtes 
Element rmal so oft, entweder unmittelbar hintereinander oder im Überschnfs 
über die äbrigen Elemente, welche einzeln öder in beliebiger Verbindung unter- 
einander auftreten, ersdieinen wird, wenn die Versetzungen mit Wiederho- 
lungen aus m Elementen zur plen Classe gebildet und die Gruppen von einer 
bestimmten Richtung aus betrachtet werden. 

A trachtet ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch die 
Wahrscheinlichkeit a bedingt ist, in p Versuchen so oft herbeizufähren , dals 
es rmal öfter eintrifft, als B und C vereint im Stande sind, gleichheitlich un- 
ter sich die ihnen günstigen Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten b und c 
herbeizuführen: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs A seinen Zweck 
erreichen werde. 

A wird seinen Zweck erreichen , wenn das ihm günstige Ereignifs rmal 
hintereinander in den r ersten Versuchen eintritt, oder wenn das ihm günstige 
Ereignifs r-fSmal und das jedem seiner Gegner günstige Ereignifs je einmal, 
oder wenn das ihm günstige r-|-4mal und das jedem seiner Gegner günstige 
je zweimal eintritt u. s. w. Dies führt zu folgender Zusammenstellung : 

a% a^^Hc, a'^*bW, if^^ä'b^ 

Untersuchen wir nun die einzelnen Fülle nach den Bemerkungen in 
(a, b, c, . . . .) und berücksichtigen, dafs die durch b und c bezeichneten Er« 
eignisse in jeder beliebigen Zusammenstellung unter sich bei den möglichen 
Versuchen mit dem für A günstigen Ereignisse in Verbindung treten können, 
so ergiebt sich folgender leicht zu rechtfertigende Ausdruck für die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit: 

Auf ganz gleiche Weise findet sich die Wahrscheinlichkeit für B, gegenüber 
von A und C; eben so die für C, gegenüber von A und C 

Diejse Schlüsse lassen sich wieder leicht verallgemeinern. Trachtet ^u? 
mit der ihm günstigen Wahrscheinlichkeit a, gegen n Theilnehmer A^^ A^^ 
if 3 , • . , . J„ , denen die Wahrscheinlichkeiten n^ , ^2 , .... a„ zugehören , ein 
Ereignifs so oft herbeizufQhren , dafs es rmal öfter eintrifft, als seine Gegner 
im Stande sind, gleichheitlich die ihnen günstigen Ereignisse zu erlangen, so 
ist die Wahrscheinlichkeit für A: 
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5. w = ar\i-\ am- ar'aia2'ai'"'a^ 

r(r+2ii+l)«— »«1 j,, ^^ 

+ r(r4-3»+l)»"-*'».«*"(«i-a,.<i, ... . «.)» 

•]• 

Die Reihe bricht ab, wenn die Zahl der Yersaehe, welche der EigenthOmlich- 
keil der Aufgabe entsprechen, erschöpft ist. Auf fthnliche Weise wird die 
fftr jeden andern Theihiehmer gflltige Wahrscheinlichkeit besUoimt. 

§. 34. 

A trachtet, ein Ereignifs, dessen EintrelFen im einzelnen Falle durch 
die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet wird, in p Versuchen wenigstens rmal 
eher, entweder hintereinander, oder im Überschusse Aber das Gegentheil , her- 
beizuf Ohren , als im Stande ist, ein Ereignifs , dessen Eintreffen im einzelnen 
Falle durch die Wahrscheinlichkeit b angedeutet wird, ^mal, entweder hinter- 
einander, oder im Überschusse Ober das erste Ereignife zu erlangen: wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit fOr A? 

Durch die in (1. $.33.) aufgestellte Reihe ist die Beantwortung dieser 
Frage vorbereitet. Jene Reihe bleibt nflmlich so lange in Kraft, als die Po- 
tenzen von a und b sich nicht bis zur ^ten erheben. Erheben sie sich bis 
zur ^en , und darOber, so werden FAlle vorkommen , die ffeyen das Unterneh- 
men entscheiden. Diese mOssen gesucht und ausgeschieden werden. Um einen 
bessern Überblick zu haben, bezeichnen wir die den Potenzen von ab voraus- 
gehenden Vorzählen in (1. §.33.) der Reihe nadi durch J^, Ai^ Ja 9 •••• 
Dieses giebt 

Die Glieder der ersten Horizonlaireibe in (1.) entscheiden sAmmtlich /br A, 
die der zweiten enthalten Fälle, welche jfeffen A entscheiden. Der erste Aus- 
druck in der zweiten horizontalen Reihe bietet nur einen Fall dar, welcher 
zum Nachtheil des Unternehmens entscheidet. Dieser tritt ein, wenn das nn- 
gflnstige Ereignifs raial hintereinander vom ersten Versuche an eintrifft. 
Wahrschanlichkeit , dafs dies geschehe, ist 



Der zweite Avsdrack der zweiten horizontalen Reihe hnt die Form 

Man lOse, um die Zahl der aoszoscheidenden Ffille zu finden, den Aoadmck 
ia seine Bestandtbeäe anf und zeige die Wiederholungen durch unten ange* 
hfingte Zahlen statt durch Exponenten an, so dafs 

wird. Alle die Ffifle werden zum Nachtheil des Unternehmens entscheiden, 
worin b von vom herein raial hintereinander zu stehen kommt« Dies geschieht so 
oft, als b zwischen if^* verschiedene Stellungen einnehmen kann, also r-f^mal; 
denn diejenigen Fälle sind auszuschliefsen, in welchen b die letzte oder vorletzte 
Stelle annimmt, weil sie schon in dem vorhergehenden Falle vorgesehen sind. 
Hat b alle Stellen durchlaufen, so reiht es sich an die b an. Dadurch 
erscheinen diese in der («-f- l)ten Dimension. Demnach kann ein a auf s Stellen 
zwischen den b ersehenen. Dies wird durch 

^+*+iÄ-+i ^ b,b,b,....b^,ab,b.a'if 

ausgedrückt; woraus ein Ausscheiden von noch weitem s Fällen entsteht Der 
nadi diesen Bemerkungen auszuscheidende Ausdruck ist 

Um die Zahl der Fälle, welche der dritte Ausdruck in der zweiten horizon^ 
taten Reihe auszuscheiden yeranlafst, zu linden, dient folgende Zerlegung: 

iir+t+2 jt+2 _. b^b2..*. h^a^a^ .... a^üi «2 . . . . Urüa bb. 
Die Anwendung der in {e. $. 33.) gemachten Bemerkungen fährt auch hier 
zum ZieL Die beiden am Ende des Ausdrucks erscheinenden h nehmen von 
der (r -f 3 #)ten Stelle an alle Stellungen zwischen den a ein. Haben sie sich an 
die ersten b angeschlossen , so treten zwei a ein und wiederholen das Gleiche. 
Die Zahl der hieraus sich ergebenden Fälle ist 

(r+2^)(r+2^-l) 

— r:2 

Aufserdem kann noch ein b an die (r-f 2#-f l)te und (r-f 2#-f 2)te SteUe 
rflcken. Währmd nun dieses Element die beiden Stellen annimmt, durchläuft 
zuerst ein 6 r-)-« und ein a darauf 8 Stellen« Die Zahl dieser Fälle ist 

Hieraus ergiebt fidifar den auszuscheidenden Ausdruck: 
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Wenden wir die in (if. §. 33.) gemachten fiemerknngeo auf den vier«* 
ten Ausdruck in der zweiten horizontalen Reihe an, so ergiebt sieh folgende 
Formel : 

_ (.+2>)(r+a.+4)(r+2>+5) ^^^^^, 

1«2«3 

u. s. w. Die Verbindung dieser Ausdräcke fahrt zu folgender Formel: 

■ (r+2#)(r+2*+4)(r+2<4.5) ^^y 
' i«2*3 

+ 1.23.4 ^ '^"^^^ 

Auch hier bezeichnen wir die Vorzahlen auf einfachere Weise und 
setzen ftlr sie der Reihe nachfig, Bx^ Bt^ B^^ .... Dadurch geht der Auf- 
druck in folgenden Ober: 

Die Glieder dieser Reihe Hefern so lange ein richtiges Resultat, als sich 
die Exponenten von ab nicht bis zu r erheben. Erheben sie sich bis zn r, 
und darfiber, so eatstehen Fälle, welche f&r A entscheiden, während sie, als 
gegen A entscheidend, aufgeführt und ausgeschieden wurden. Sie müssen ge** 
sucht, zusammengezählt und von (2.) ausgeschieden weHen. Wenden wir die 
Schlosse, welche zu (2.) und in (a^ b, c, d, .... §.33.) gemacht wurden, 
auf die Glieder der zweiten horizontalen Reihe in (3.) an , so giebt der erste 
Ausdruck derselben folgende Ausscheidung: 

Wi = i^'+'b'^% 
der zweite folgende: 

der dritte folgende: 

^^ ^ (3r+2g)(3r+2t-h3) ^^,,,,^,^^3 

n. s. w. Dies giebt: 

, (3r4-2«)(3r4-2>+^(3r+2>+5)(^fry 
I 1.2.3 *> ' 

• • • •> 



'Auoh diese Reihe glebt sd laiige ein gflnstiged Resultat, als sich die 
Exponeirten ^(m ab nieht bis^ zu s erbten. Erheben sie sich bis' dabin, und 
darflber, so f fingt >ine neue «Ansecbeidung an, welche anf gleiche Weise be-» 
haodelt werden mufe. Sie glebt folgendes Resultat : 
* 5. . w, = aW2.^r+2.^^ ^ ^Sr-\^U)ab+ (3r+4.)(3r+4.-f 3)^^^., ^ y 

Das Gesetz, nach welchem diese Entwicklongen fortBcbreiteu; isii deqttidi. 
Wihlen wir der KArxe wegen für das Gesetz, waches den.i^eiben (1. 2. 4. 
and 5.) zom Grande liegt , die Bezeiohnong 



• . . . • 
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80 ergiebt sich folgender Ausdruck fflr die gesnchte Wahrscheinlichkeit : 

Diese Gleichung findet sich leicht aus (6.)? wenn man der Reihe nach 

m = I, 2, 3, und it «= 0, 1, 2, 3, . . ^ ., aber abwechselnd (zuerst fär m, 

dann fflr n u. s. w.) in (6.) setzt. Aus (7.) findet sich die Wahrscheinlichkeit 
fflr B sehr leicht, wenn das entgegengesetzte Ereignifs ^mal eher herbeigeführt 
werdef soll, als ^ im Stande ist das fiir ihn gflnsüge Ereignifs rmal zu erlangen. 
Zu diebem Ende ist i statt a, und s statt r zu setzen. Es ergiebt sich aus (6.) 

Die hier gefundenen Resultate bereiten auch die Beantwortung folgender 
Frage vor. A will ein Ereignifs mit der ihm günstigen Wahrscheinh^chheit a 
rmal eher herbeiffihren als B ein Ereignifs mit der ihm günstigen Wahrschein- 
lichkeit b sinsl herbeizuführen im Stande ist. B will das ihm günstige Er- 
eignifs «mal eher herbeiführen als A im Stande ist das ihm günstige rmal 
herbeizufflhren : wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in p Versuchen A 
oder B seinen Zweck erreichen werde? 

» 

In (7.) ist die tflat A, in (80 die fQr B gQnstige Wahrscheinlichkeit 
aosgedrfickt. Tritt einer der in beiden Gleichangen vorgesehenen Ffille ein, 
so sind die Versnche geendet. Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

34 
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Diese Aufgabe kauft auch unter fidgender Form dargestellt wenden. 

Zwei Spider il und A, von weldien der erste Sp der zweite rJMbrken 
bat, spielen unter der Bedingung^ dals deijeaigtf, der ein. Spiel verliert , sei** 
nem Gegner eine Marke geben mufs und date deijettige der Sieger ist^ der 
alle Marken des Gegners gewonnen hat. Die ihnen zugehörigen Wahrschein- 
lichkeiten, im einzelnen Falle zu gewinnen , sind a und b: wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs das Spiel in p Versuchen geendet sein werde? 

Ist in (7. 8. und 9.) r = s, so ergeben sich einfachere Ausdrfldce. 
Aus (9.) wird in diesem Falle, in entwickelter Form: 

-ia^^bn(aby[HSrab + 'j:^(a6f + 'j^^^ 

Sind auch die Wahrscheiolicbkeiten im einselnen Falle gleich und ist 
a=ö = ^, so ergiebt sich aus (10.) 

"• ""^ 2^L' + gTT 1.2.2* + — i.i.hi* -r J 

1 f. I 3r , 3r(3r+3) , 3r(3r-|-4)(3«'+5) , T 

»»»-il^Ta. T i.2.2* 1 1.2.3.2« V""} 

I ^ Fl I ^*' I 5*'(5>--f 3) , 5r(5r+4)(5r-t-5) , 1 

T 2Sr-» L* T 2» "I' 1.2-2* "T I.2.3.»« T • ' ' ' J 

Setzt man in der Gleichang (7.) a = — und bts^— — and mvläfdicirt mit 
»!'*> so ergiebt sich 

12. A==: mi'-- + r(fii-l)m^'**4-^lj±^(«— l)»mP-'-*-}- 

— (»i— l)*m'^-'* — -ji^(oi— l)*+'iiiP-^»*-' . ". 

-|r(»i-l)'+*m'^'^-f ?^(«*-.l)'-+'+»«i^»^^^ 

_^ (3r+2,)(3rf 2H3) (^^y■^.■^,^^:^;^^ •; ^ ^ 



Diese Gleichung lOset Colgende Aufgabe aus der Lehre ¥ott den Combinationen. 



387 



BMM liian d» VerseMiHigeii mit Wiederhohmgen aus m EleniMteii »ir 
fileA Glisd6) Vdrfolgl ein . iiestinuntes Elemeiit nadi einer bestimiiten Rieblnng 
]mi^ i» dien Griff all y. ia welohen es vorkonuBt, und sflhlt von der ersten Stelle 
an, ^iei oft ^ UftfereiiUHider oder im ÜberBchnsse Ober die flbrigen Elemente 
(diese laAgeft dnzeU/ wiederholt <»ier sosämmen in wiUkarlicher Yerbindmg 
mÜ einander sieben) ^otkonunt: so giebt die Gleichung (12,) die Ansah! der 
finpfieii an, in wekben das genannte Element wenigstens rmal eher vorkommt, 
ab die ihrigen (einaeln oder in Verbindung miteinander) raial hintereinander 
oder im . Überschüsse Hh&c das bestimmte Element vorkommen. Hiebe! ist zu 
baaMrkeb, di^ die SldleaaaU eines Elements immer nur als Einheit geaihlt 
wird. Die Gleichung (12.) und die Gleichungen (2. und 3, $. 33.) geben die 
Gnppm-rAnadd der V^aetzniiigra mit Wiederholuogen von bestimmten Unter- 
aeUedJDn, worauf ich in «ieiner Lehre von den Combinationen hingewiesen 
halbe ($. 8d.). Die hier giegebenm Beetimmungen soHen das dort Angedeutete 
erginaen» . . 

. Die in diesen und dem vorigen Paragraph behandelten Aufgaben stehen 
nnterbinander in geMineib Znaaminenhang. Die Verschiedenheit der Bedeutung 
det> Gkicbttttg (7.) dnd der Gleichung (1.) im vorigen Paragraph, zeigt sich 
dMtfieh und ist leiaht lu erkennen« Bringen .wir . sie, um die Verschiedenheit 
stiifcer. hMVorsuheben, anf'die Form, in welcher »e nach (1(X) in diesem 
Paragraph dargestellt wlurle, ao ist die Au%abe folgende. 

Zwei Personen A und B spielen mit den bezieblichen Wahrscheinlich- 
keiten a und b, im einzelnen Falle zu gewinnen, miteinander. A hat eine 
unbestimmte Zahl von Marken, B hat r Marken. Wer verliert, giebt seinem 
Gegner eine Marke. A gewinnt, wenn er in p Spielen alle Marken seines 
Gegners erhalten hat: wie grofsist die Wahrscheinlichkeit, dafs Ain p Spielen 
die Marken seines Gegners gewonnen haben werde? 

Die Bedingung, dafs A eine unbestimmte oder unerschöpfliche Anzahl 
Marken habe, ist unerififslich. Denn hfitte er eine bestimmte Anzahl, etwa 
5 Marken, so könnte leicht in p Spielen der Fall eintreten, dafs^ alle seine 
Marken verlöre, wodurch er dann aufser Stand gesetzt wäre, das Spiel fort-* 
zusetzen. Von dieser unrichtigen Ansicht ging Laplacs aus; denn er giebt 
Pg. 235 seiner ^Theor. analyt. d. probl.^' die Gleichung (1. §• 33.), in der 
Meinung, dafs sie die Aufgabe auflöse, welche hier durch die Gleichung (7.) 
in diesem Paragraph gelöset wird. Von der Unhaltbarkeit der von Laplace 
aufgestellten Ansicht kann man sich leicht flberzeugen, wenn man einzelne und 

24* 
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gmz eiA&cke Fälle ntiier tintersocbt. Sie tritt sehei dendich kevvor, wenn 
man in den genannten Gleicluingen z. B. p=^& setiA. Die in ($. 38; «nd 34.) 
behandelten Aufgaben werden aneh von Trembl^ in ^CeMseataL See. ng* 
^scient. GöUing. ad A. 1793 et 1794. Vol. XIL Pg. QSaqq/' behandelt (1. $.33. 
und 7. $. 34.}« Laplace aber scheint iBese Arbeit nicht gekamrt oder nidit 
beachtet m haben. Moivre hat in seinem Werke ,,Doetn of Chancea IIL Ed. 
jLond. 1756. Frobl. 64. Fg. 204'' die Besttmmong der Wahracheialichfceit wegen 
Beendigung der Versuche unter den (§. 34.) angegebenen Bedingmigen als 
Aufigrabe aufgestellt und giebt die Gleichung (1. $. 33.) ab Antwort auf die 
Frage 9 da doch die Gleidiung (9. §. 34.) sie beantwortet Er erhült das irita«* 
liehe unhaltbare Resultat , welches Laplace nach ihm aubtellte« 

Überblicken wir nun die in (§. 24-^34) gefnuteneii Resnkafe, so Migt 
sich, dafs sie eine Reihe zusammengehöriger Angaben lösen« Hiemit ist jedoch 
die Reihe derselben bei weitem noch nieht geschloseen; sie l4fst sich äodi ou 
andere vermehren , die wir nicht weiter verfolgen , weil wir es schon in einer 
besondem Schrift: ^Die Reihenfolge der Elemente bei den Versetxungen mit 
und ohne Wiederholungen aus einer oder mehreren Blementenreihen , und ihn 
Anwendung auf Wahrscheinlichkeitso-Rechnnng'' gedian haben. Besondere FlHe 
dieser Angaben (§. 26. 29. 30. etc.) wurde« von N. BerMuUi^ Mohn, 
Lapfyice, Trembl^gf und von Mehreren in den Annalen von Gerßomne be- 
handelt; wie wir es am gehörigen Orte angemerkt haben. 
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S' 35. 

Ist mit dem Eintreffen eines Ereignisses die Erwerbung eines physischen 
Gutes oder ein Gewinn verbunden, so erhftit das EintreiTen einen JVerfki 
Dieser Wertb soll Werth der Erwartung heifsen. 

In einer Urne sind m — 1 schwarze und eine weifse Kugel enthalten. 
Auf das Erscheinen der weifsen Kugel ist der Gewinn G gesetzt. Von m Per- 
sonen darf jede eine Kugel aus der Urne nehmen, ohne die in der Urne ent- 
haltenen Kugeln bei der Ziehung sehen zu können. Diejenige Person, welche 
die weifse Kugel zieht, erhAlt die ausgesetzte Summe. Welchen Tbeil des 
Gewinnes bat* jede Person vor der angefangenen Ziehung anznsprechen, oder 
wie grofs ist der Werth ibrer Erwartung? 

Off'enbar hat vor dem Anfange der Ziehung jede Person das gleiche 
Recht oder den gleichen Anspruch auf den Gewinn. Soll daher vor der Zie- 
hung jeder von ihnen ein bestimmter Theif des ausgesetzten Gewinnes zuge- 
wiesen werden, so mu& dieser Theil mit der Gröfse des Absprochs oder mit 
der Hoffnung zu gewinnen im Yerbtltafis sttfbto. Dieser Werth' der Erwar«» 
tnng ist demnach im vorliegenden Fiill 



E bedeutet den Werth .der Erwartung. Sind nur zwei Personen A und B 
vorhanden, von welchen die erste /imal, die. andere m— ;imal ziehen darf^ 
und ist nun der Werth der Erwartung fflr beide zu bestimmen, so kann maji 
sich die eine als Stellvertreter von p^ die andere als Stellvertreter von m — p 
Personen vorstellen. Es wird also jede sovielmal den mten ll!ieil des Ge- 
winnes anzusprechen haben , als sie Ziehungen maichta darf. Demnath ist der 
Werth der Erwartung für -4, 



E =^.G, 

m 



der fflr H, 
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Dies läfst sich leicht auf drei nnd mehr Personen ausdehnen. Sind n Personen 
Ai^ ^2) ^3 9 •••• ^n vorhanden, von welchen die erste pi^ die zweite p^^ 
die dritte p^ u. s. w., die nte pn Ziehungen nnter den obigen Bedingungen 
machen darf, so ist der Werth der Erwartung für A^^ 

1. Ei = -^C. 

Pfhei ist vorausgesetzt, dafs /^i-f /'s'f /^3'f****Fn ^^' gröber als m werden 

darf. In den Gleichungen drflckt die Yorzabl von 4? nach (1. §.2.) die Wabr^* 

scheinlichlLeit aus, den in Aussiebt stehenden Gewinn zu erl^Iten« Dies führt 
zu folgendem Satze: 

2. Der Werth der Erwartung einer Persra wird bestimmt durch das Pro^ 
duct der ihr günstigen Wahrscheinlichkeit in den zu erwartenden Gewinn, 
oder durch das Product des zu erwartenden Gewinnes in die Hoffnung, 
ihn zu erlangen. 

A hat öie Hoffnung, einen der Gewinne ^i, £^2i ^b^ • • • • 6» zu er« 

langen. Die Wahrscheinlichkeit, den Gewinn 6i zu erlangen , ist pi, dicgenige 
den Gewinn Cr, zu erlangen, ist p^^ u. s. w*, diejenige den Gewina G^ zu 
erlangen, ist p^» Wie grofs ist der Werth der Erwartung för A? 

Da A nur einen der GeMrinne und jeden nur mit einer bestimmten 
WahrsbbeinUchkeit erlahgM kann, so findet sich der Werth der Erwartung^ 
wen» man den Qfun4stbi (20 a^ Jeden eiipzelQep Fall anwendieV u)^ die 
Resultate zusammenzählt. Der gesuchte; We|l4i, ist 

3. E = piGi'\'P2€r2^Pi€hij;-....'\'PnG^ oder 

4. E=2rz:pnG^, 

wenn in p^G^ allmälig, aber gleichzeitig, 1, 2, 3, 4, .... n statt n gesettt 
wird. Sind die Wahrscheinlichkeiten, die verschiedenen Gewinne zu erlangen, 
einander gleich, so dals ;?i=^2==Pa = --««=/^« = /'> so ist 

...5. E ^= p{G^'\-Gx'\-G^...\-YG^^=^ p^Sl^.G^. 

Si*d dieGewime gleich. uj|4 die Walffspl^iidicfakeit, sie, za erl^iwen^ ist ver- 
schieden, so ist aus (3. und 4.) '^1. 

6. JE = {pi'\-p2^f^'*p*^Pi^G = G.S^p^. 

In diesen Gleichungen kann /'i-f/'2-f /'s-f'-'-Pn ^^^^^ gröfser als di^ 
Einheit sein. Für gleiche Gewinne und gleiche Wahrscheinlichkeilen ist 

7.' E = npG. 
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DiMe jSfoioimiigmi Ia^sm »ich mth nocb anf eine andere Art dersitelleiH 
wenn nicht die WahrsdieinÜcUmlen gegeben aind, sondern die Zid^ der Ffill4b 
irdboke iHe veraiAiedeneil Gewinne bringen. Bringen r^ Falle den Gewinn Gi^ 
r, den Gewinn fifz, o. a. w*^ r„ Ffille den Gewinn G^^ r« Fftlle aber weder 
Gewinn noob Yarloat^ ao iat der Wertb der Erwartung 



8 E^ -SUi^n^G. ^ V,fi+r,G,+r,G,+..,.r.6. 

Wirft Jemand mit einend Wflrfel einmal, in der Hoffnung sovielmal 
die Snmme G zu treffen, als Puncto auf der obern Seite des geworfenen Wür- 
fels erscheinen, so findet sich der Werth der Erwartung aus (5.), wenn 
p = i und Gx = Gi^ G2 = 2G, .... Ge=:fiG gesetzt wird; Er ist 

Hat Jemand ein Xoos einer aus 1000 Loosen bestehenden Lotterie, in 
welcher ein Gewinn von 10000/; einer von 5000^ vier von 1000/, vier 
von 500/ und 600 Gewinne von 50/ enthalten sind, so ist der Werth seiner 
Erwwlung nach (8.) 

« 10000+5000+4.1000+4.500+600.50^ ^.^ 

^ = I5Ö0 f = ^^'• 

Der Werth der Erwättunff wird auch mit dem Namen y^maükema^ 
yjA$ch€ Moff)Mng^ bezeichnet und diese der y^marmliselken*' gegenflberge-* 
stettl. Zweekmfilsiger \tirde der Name yfibfeeüve Hof/kumg''^ sein. Aueh liafte 
3i€h der Werth der Erwartung durch j^mtllirer Werth '* oder ^Dmrchethmitte'^ 
IF^rM "beA^ehnen. Fflr viele Fälle pafet die Benennung mittlerer Werth 
recht gut 

Aus den obigen GrandsAtzen lAftt sich Folgendes weiter ziehen* 

In einer Urne ist eine Anzahl Kngeln enthalten , mit den Zahlen 
i, 2, 8, . . • . m bezeichnet. Die WahrscbeinlMikeit, eine Kugel mit dem Zeichen 
1 zu treffen, ist /ti; diejenige, eine mit dem Zeichen 9 zu treffen, p^^ u« s. w. 
Mit dem Erscheinen der ' genannten Kugebi ist der Reihe nach der ^i, Aj^ 
J, , . ... AJnche Gewinn einer bestimmten Summe verbunden« In einer zweiten 
Urne' ist eine andere Zahl ven Kngeln enthalten, welche die Zahlen 1, 2, 3,.... 6 
haben. Die Wahrsebeinlichk^en , diese Kugeln zu treffen ^ sind beziehHiA 
9i9 ^29 939 •••• 769 ™d mit deren Erscheinen sind die 0i, 02? Bz^ •••• 
JS^ fachen Gewinne derselben Summe verbunden. Jemand zieht nun erst eiqe 
KiWel aiw d#r eratetti dein m^ Bjfß der iz^eit^i!^ Ifrne undgayvii^ 90 yiel 
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als die Samme der anf den gewgenen Kägeki aufgeEeiobnetea Zahlen aos- 
drflckt. Wie grob ist der Werth der Erwartang? • 

Die Frage beantwortet sieb, wenn nnüehsi der Werth der Erw«rlimg 
1)estimmt wird, der* durch das Ziehen einer Kugel ^us'der ersten Urne he^ 
dingt ist; dann derjenige, welcher durch das Ziehen einer Kugel aus der swei« 
ten Urne sich ergiebt. Wird aus der ersten Urne gecogen , so ist der Werth 
der Erwartung nach (3.) 

■ > > 

Wird aus der zweiten gezogen ^ so ist 

Der gesuchte Werth ist demnach 

Diese Schlufsweise läfst sich unter ähnlichen Bedingungen auf drei, 
vier u. s. w. und ^ Urnen ausdehnen. Im letzten Fall ergiebt sich allgemein 
für den Werth der Erwartung: 

10. E = 2::z^PaA,+2:'^t9i>B,+2:^r,C,-\-.... + S^z,G,. 

Die in (9. und 10.) gefundenen Gleichungen bleiben auch noch in Kraft, 
wenn die Ziehungen aus den verschiedenen Urnen nicht nach einander, sondern 
^eicAueUifi gemacht werden. Zngleieh ist aoeb. leicht au sabeii, dals sie noch 
immer gelten, wenn nur eine Urne vorhanden ist nnd onter den obigen Be- 
dingungen wiederholt aus ihr ^eine Kugel gesogen nnd nach der Ziehum in 
die Urne nurflcbgelegt wird. Fflr diesen Fall werden die Wi^^I^liob* 
keiten und Gewinne emaader gleich. Wird denn ./mial gepogn«^ ;so »{ dar 
Werth der Erwartung 

11. E ^p^^p^Aa. 

Es sind zwei Urnen vorbandet!« Die Bedingungen sind die nAmlichen, 
wie die xn (9.). Jemand zieht aas jeder Urne eine Kugel nnd gewinnt so«* 
vieLoal eine .bestimmte Smnme, als das Pro^t der Zahlen anzeigt , welche 
auf den erschienenen Kugeln geschrieben sind. Wie grofs ist der Werth 
seiner Erwartung? 

Der Werth der Erwartung, welcher ans diem Erscheinen einer K^gel 
aus der ersten Urne folgte ergiebt sich aus (3.). Er ilt 

Auf jeden der in diesem Ausdrucke begriffenen FftUe kann jede in dek" zweiten 
Urne enthaltene, mit den Zahlen 1, 2, 8, .. • . 6* l^chriebene Kugel feigen. 
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Erscheint die Kugel mit dem Zeichen 1, so ist der Werth der Erwartang 
aus (3. und 1.) 

Erscheint die Kngel mit dem Zeichen 2, so ist der Werth der Erwartung 
nach (3. und 1.) 

Vi. s. w. Erscheint die Kugel mit dem Zeichen b, so ist der Werth der 
Erwartung, ans dem nämlichen Grunde, 

Ans der Vereinigung dieser Ausdrücke ergiebt sich der Werth der Erwartung. 
Er ist 

12. Ä s= 2^Pa^'^bz:^l9bBb. 

Auch wenn drei und mehr Urnen unter Ähnlichen Bedingungen in Be- 
tracht kommen, bleibt die eben angegebene Schlufsfolge in Kraft. Bei ff Urnen 
ist der Werth der Erwartung 

13. E == ^assl Pa^a^^bezl ^bB^^Scs^ir^Cc • • . • ^^ ZgGg. 

Die gleichen Resultate finden sieh , wenn die Ziehungen gleichzeitig geschehen. 

Die Resultate können noch mehr veraUgemeinert werden , wenn man die 
Gleichungen (10. und 13.) mit einander verbindet. Der Werth der Erwartung 
ist dann 

14, E = El J'j • • • . Fi -j- Gl G2 Gtj • • • • G^jk "!••.•• *"! ^2 • • • • *SUr^ 

wenn Fi^ JPsi •••• Ft; Gi^ G^^ .... Gi^ u. s. w. die Ausdrflcke rind, weiche 
durch (13.) angedeutet werden. 

Es sind zwei Urnen vorhanden« Jemand sieht unter den obigen Be- 
dingungen eine Kugel; und zwar entweder aus der ersten, oder aus der zweiten 
Urne. Die der erscheinenden Kugel aufgeschriebene Zahl bestimmt die Gröfse 
des Gewinnes. Wie grofs ist der Werth der Erwartung? 

Wird aus tpv ersten Urne allein gezogen, so ist der Werth der 
Erwartung 

El = Sfg^ip^Aa» 

Wird aus der zweiten allein gezogen, so ist derselbe 

Das Ziehen ans Jedel- Urne ist gleidi möglich. Die WahrschwUiohkeit, eine 
Kugel aus der einen oder der andern Urne zu ziehen, ist didier ^. Demnach 

25 
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ist der gesuchte Werlh der Erwarlung 

15. E = i^;~/i,^„+i-r,^y,Ä,. 

Auch wenn unter Ähnlichen Voraussetzungen drei und mehr Urnen vor- 
handen sind, bleibt die eben gemachte Schlufsfolge in Kraft. Es ist allgemein 
fflr tn Urnen: 

Auch diese Gleichung läfst sich nach dem Vorgange Toii (4.) verallge- 
meinern, nämlich zu 

■ 

Sind die Werth^, die dem Eintreffen der einzelnen FftUe zngehören, 
Functionen irgend einer veränderlichen Grö/se^ welche durch 

fXi^ fSCi^ fX-^^ .•... fXa 

ausgedrückt werden , so ändert dies an der Schhifiifolge nidits Qod ea ist ans 
(3.) oder (4.): 

18. E = S:^pafxa. 
Aus (10.) ergiebt sich dann 

19. Ä = ^iPafXa'i'^h^i9yfyh'\^^^'^^!^i^ef^g* 
Diese Schlösse lassen sich noch weiter ausdehnen , und gelten auch noch, 
wenn unter fXa in (l^O ^^^^ zusammengesetzte Function, etwa wie fXa 
tssiftia-^fw^^ verstanden wird. Ferner gelten sie, wenn atattder beziehlicfaeB 
Wahrscheinlichkeiten die Zahl der Fälle, welche das Erscheinen einer Kvgvl 
und des zogehörigen Wertbes bedingen, gegeben iai. Sind nun Pi^Pun P%%*''*Pa\ 
^n ^9 931 *••• ^6 9 n. 8.W. die Zahl der Fälle, so ergiebt £iich pins (9.): 

... ^ma i^&b _^ 

-^0=1 Pa -^bss^l (jfb 

u. s. w. Hier können die unter 2A^ und SBi, n. s. w. j^egriffenen Fälle anf 
jeden möglichen Werth, also auch auf und auf negative Gröfsen deuten. 
Werden die sich ergehenden Resultate negativ, so deuten sie auf Vertust 

In einer Urne sind eine Kugel, mit der Zahl 1, zwei Kugeln mit der 
Zahl 2, drei mit der Zahl 3, u. 6« w.^ in mit der Zahl m bezeichnet, enthalten. 
Jemand mehlpmai je eine Kugel ans der Urne und legt die fezoftM Kngti 
in die Urne zwrtnk. Er erbält jedesmal so oft die Smamn G itam 
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als 69 die der erschefnenden Nvmoier aufgeschriebene Zuhl ameigt. Wie grefs 
•Ist der Werih der £rwartufig? 

Aus (11.) oder (20.) ergiebl sich dieser \Verth dorch Eittffihrung der 
angezeigten Werlhe. Er ist 

denn es Bind in (30.) statt px^ p^^ ^-^^ Pa die Zahlen 1 , 2, 3, .... m und 
statt Ji, A^^ ... . Aa dieseften Zahlen an setzen. Wird bei dem Erschehien 
Irgend einer Kugel nur der einfache Gewinn ausgezahlt , so ist der Werth 
der Erwartung unter diesen Bedingungen: 

E = P*'ri — 'G = p .G. 

Ist aber in der Urne nur eine Kugel mit jedem der Zeichen vorhanden, so 
ist, der Werth der Erwartung 

Dies ist der Fall bei dem Wllrfelspiel , wenn €r = 1 gesetzt wird. 
Es finden sich dann die DurchschnSttswerthe , welche bei diesem Spiele mit 
1, 2, 3, 4, ... . Würfeln geworfen werden können. Dieselben sind der Reihe 
nach \, 1, l«!, 14, 17i, 21, 24J, 28, 31^, 35, .... 

In einer Urne befinden sich eine Kugel mit —m, eine mit ^m, zwei 
B^^(in~l) uid zwei mit +(tii— 1), drei mit — (m— 2) add drei mit -^(«—2) 
bezeichnet u. s. w. ; endlich m -j- 1 Kugeln mit bezeichnet. Man zieht /^maL 
Wie grofs ist der Durchschnittswerth ffir die den Kugeln aufgeschriebenen 
Nummern. Aus (20.) ergiebt sich durch Einfahrung der angezeigten Werthe 

■ 

—m{m-\-i') , ,_ , ^,^ , tnim- ^i) 

, 3-5— + (»» + >)0+ T-ö 

^=f .»(»-i-lj + m+l = ® 

1 

«.36. 

Die im vorigen Paragraph enthaltenen Grundsätze gelten allgemein zur 
Bestimmung des Werths der Erwartung irgend einer betheiligten Person , und 
ebne Rflcksicht auf die Art und Weise, wie der zu erwartende Gewinn er- 
langt wird, oder auf die Ordnung, fai welcher die Theilnehmer ihre Anspräche 
•geltend machen können. Es liegt daher die Frage nahe : Hat die Ordnung, 
in welcher mehrere Personen dazu gelangen, ihre Ansprache geltend au machen, 
einen Einflufs auf den Werth der Erwartung, oder nicht? 

25» 
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Um diese Frage so imtersiichen , gehen wir vom Folgenden ans. 

In einer Urne befinden sich n— 1 schwarae nnd eine weifte KngeL 
Von n Personen A^^ J,^ ^39 • • • • A^ nimmt Jede in der genannten Ordnung 
eine Kugel aus der Urne, ohne die Kugeln vorher sehen zu hönnen. Wer 
die weifse Kugel zieht , gewinnt die darauf gesetzte Summe G. Wie grob 
ist der Werth der Erwartung für die einzelnen Theilnehmer? 

Es können folgende Falle eintreten. Die weifse Kugel wird von Ag^ 
oder von A^^ oder von A^^ . . . ., oder von A^ gezogen. FAr jeden einzelnen 
Fall mnfs der Werth bestimmt und das erhaltene Resultat mit den Qbrigen 
verglichen werden. Die Wahrscheinlichkeit, da& Ai die weUse Kugel lieben 

werde, ist — . Der Werth der Erwartung fflr Ag ist demnach 

Hit s= — . 
n 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs A^ gerade die weifse Kugel ziehen werde, setzt 
voraus, dafs Ai sie nicht, sondern eine schwarze Kugel gezogen habe. Sie ist 

^~ ' j- = — , Der Werth der Erwartung hierfflr ist 

JF3» 6 

JDä^ = ^— • 
H 

Die Wahrscheinlichkeit, dafe gerade Ay die weifse Kugel ziehen werde, setzt 
voraus , dafs weder Ag noch JI2 die weifse, sondern eine schwarze Kugel ge- 
zogen habe. Sie ist ^*~ * y^Zi\^2 "^ ""' ^^^ Werth der Erwartuig 
fflr A^ ist also 

Diese Schlösse lassen sich fortsetzen. Die Wahrscheinlichkeit, dafs Ai 
gerade die weifse Kugel ziehen werde, beruht darauf, dafs keiner seiner Vorgin- 

irer dieselbe gezogen hat und ist • j-* 5 • • . . r-rs- r-T-r = — • 

Der Werth der Erwartung ist also fOr A^i 

1. E^ = -^; 

u. s. w. Die so eben gefundenen Resultate rechtfertigen demnach folgenden Salz. 

3. Soll ein Gewinn G durch Verloosung auf die genannte Weise einer von 

den Personen Ag^ J29 A^^....A^ zugewiesen werden, so ist der Werth 

der Erwartung aller Theilnehmer vor dem Beginne der Verloosung gMck 

gropf. Sind aber schon k Kngdn gezogen nnd ist die fragliche Kugel 
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noch sieht erscfaiesen^ so iBt der Werth der Erwartiuig fBr des Theil-* 
nehmer im Angenbliclc, wo er anm Loosen gelangt, 

3. JE? = ?-• 

n — k 

An die Stelle der Ordnung, in welcher die genannten Personen zum Loosen 
gelangen, liann jede andere gesetzt werden, ohne dafs sich die ScUflsse 
indem, welche die Resultate (1. und 2.) geben. Dies führt zu folgendem Satze: 

4. Soll ein Gewinn G auf die genannte Weise einer von n Personen durch 
Verioosung zugewiesen werden, so ist die Ordnung, in welcher die 

Personen zum Loosen gelangen, gleichgfiltig. 

. .... 

In einer Urne sind n — 2 schwarze und zwei mit 1 und 2 bezeichnete 
weifse Kugdn enthalten. Zwei Gewinne G und H sollen unter die Personen 
AiY A2^ ils, • • . • An durchs Loos vertheilt werden. Wer die Kugel 1 zieht, 
erhftlt den Gewinn G und wer die Kugel 2 zieht, den Gewinn H. Die Per- 
sonen kommen in der genannten Ordnung zum Ziehen. Jede zieht eine Ku- 
gel aus der Urne. Wie grofs ist der Werth der Erwartung fflr jede Person, 
Tor der Ziehung? 

Es können folgende FfiUe eintreten: 
Die Gewinne fallen in der genannten Ordnung 

ä) auf die !*• und 2*% !*• und 3*% 1** und 4*% !*• und n** Person, 

») auf die 2** und 3*% 2'^ und 4»*, ,2** und 5**, .... 2** und n** Person, 
c) auf die d'* und 4*^, 3'* und &*% 3"^ und 6'% 3*« und n'' Person, 

n) auf die (n— 1)'' und it'* Person. 

Die Ordnung, in welcher die Gewinne erscheinen, ist die umgekehrte, und 
die nämlichen Falle treten wieder ein. 

Die obige Züsainmehslellnng unfafet alle m&g^hen Fälle. Sie stimmen 
mit den Zerstreuungen zweier Elemente in n Fächer fiberan und sind deshalb 

ihrer Zahl nach und in einer bestimmten Ordnung, = ^. ^ . Jeder Theil- 

nehmer hat die Aussicht, dafs sich in n — 1 Fallen das Loos günstig fflr ihn 
entscheide. Für jeden einzelnen Fall mufs daher der Werth seiner Erwartung 
bestimmt und alle diese Werthe mflsaen zusammengezählt werden. Die Wahr-* 
scheinlichkeiten in den einzelnen Fallen sind veränderlich, nach der Zahl der 
in der Urne aurflckUeibenden Kugeln und des darauf gesetzten Gewinnes. 



Werden nun tinler den genannten Voraussetsungen die Werilie der 
Erwartungen bestimmt, so ergieht sich far d?e in (n) aafgef&hften Fllle , welche 
den Werth der Erwartung für A^ in Beziehung auf den Gewinn G andeuten, 
nach (1. §• 35.) folgende Zusammenstellung: 



n n — 1 



6 n-2 B 



• •••••^•••••••a 



1. 



» n — 1 M — 2 

G M^2 n~3 H 

im — • 

n 



n — 1 n — 2 n — 3 



•'••••••• 



G B 

H H — 1 ' 

G H 

-«*»% 

n n — 1 ' 



a n—2 n— 3 n— 4 2 1 „ G ' Ä 

n n — t n — » n — 3 3 2 n w— ^1 

Wendet man die nämlichen Bemerkungen aiif die anter (ßi) jangeftthrtön Ftile 
an, so erhalt man folgende Darstellung: 



n-2 G H 
' n—i' n—i 



H 



M 



n—2 G n—Z H 



n H^—l 
G H 



2. 



» » — 1 n — 2 n — 3 
n—2 G w— 3 «--4 



R 



n 



n — 1 N — 2 H — 3 N — 4 



6 ü 



»—2 G n—Z n—A 



• ^ 



f» w — 1 n — 3 n — 3 

Für die anter (c) aufgeführten FfiUe ergieht sich: 



2 1„ 

• * • TT" 



H 



n n 



— l 



*i 



n 



—2 »—3 G 



H 



•mm 



t—T" 






n n — 1 n — 2 n — 3 
n—2 n — Z G n—A U 



3. 



n n— 1 11— 2 n — 3 »-^4 
»—2 i»^3 6 11—4 n~5 



n 



n — 1 n — 2 n — 3 n — 4 n — 5 



n » — 1 ' 
G H 

M Mi — 1' 

G fl 

nu—V 



% * 



n—2 n— 3 6 w— 4 n— 6 



u: s. w. Fäf den leisten Fall gilt die Bestimmimg 



2 \„ 

3 2^ 



G ff 



w. Il~l' 



- n—2 n— 3 n— 4 3 2 1^' G ü 

n !♦— 1 li — 2 6 4 2 ^ n n— 1 
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EfMheinmi.die Gewinne in mgidkcifartef Orlftio^ äo tcetto ü» iwter ia^b^fi, . .< n) 
atifgefühütfo Fidle wieder an. E» ergeben sieb die Ausdrücke (1^ 2, 3^4^ ....); 
jedoch mit dem Unterschiede, dafs&an die Stelle yen JEf triit; ni^d umgekehrt. 
Die iloffning von Ai auf den Gewinn G ist in (1.) angegeben. fi*-r-l Fälle 
sind far Jigönstigt.die sammttich einander gleich sind. Nun l^ezieht sich d^ 
Werth der Erwartung \on Ax offenbar nur auf dea Gewinn G, nicht auf H. 
Also ist letzterer auszuscheiden und das Resultat (n — l)mal zu nehmen. 
Mithin ist der Werth der Erwartung für A^ auf den Gewinn G: 

•^^ »(»—1) ^ ^ H 

Dies gilt unmittelbar auch fdr Jj^in Beziehnng auf den Gewinn H, und der 
Weräi idec ^Erwavtimg yen 4i i9t in dieser Beziehung: 

n 
n(»— 1) ^ ^ 

Der gwze Werth der Erwartung von Ai |st also 

5. E, = ^ + ^. • 

Auf ganz ähnliche Weise ergiebt siclb d[er Werth der Erwartung fflr A2* Nac)i 

(2.) sind 11 — 2 FftUe für A2 gOnstig, nach OO nur einer. Der Werth der 

c w 

Erwartung yon Ai auf den Gewinn G ist «— nnd* auf den Gewinn H, = — ^ 

folglich ist der Werth der Erwartung yon A2 in Beziehung auf beide Gewinne : 

6. i?, = £ + i?. 

Setzt man auf diese Weise die Scblufsfolge fort, so ist der Werth der Et- 
wartung yon A^ in Beziehung auf beide Gewinne: 

■ 7. E,=. ^+^. 
. . t^ ft ' ■ • . . 

Diese Resultate fahren zu folgendem Schlüsse: 

8. Sollen zwei Gewinne G und H unter den oben genannten Bedingungen 
unter n Theilnehmer, die in einer yorgeschriebenen Ordnung irtm Ldose 
gelangen, yertheilt werden, so ist der Werth der Erwartung Fftr jede'h 
Theilnehmer yor dem Beginn der Yerloosnng gleich grofs. 

Geht man yon der yorgeschriebenen Ordnung auf eine andere Ober, so 
ändert dies. nichts in der Schlufs weise, folglich auch nicht das Resultat für den 
W^fflh dfMT EtYiwPm^ Dijps giebt folgenden Satz ; 



l I 41 1 ' • I 



SM 

9> Sollen zwei OewÜine G vaiA H doroh das LOO0 auf die oben angegebene 
Weise unter n TheUnebmer vertheilt werden, so ist die Ordnung , in 
welcher die Tbeiloehmer zum Loesen gelangen, gieiehgAlMg. 

Sind k schwarze Kugeln erschienen, also noch n — A: Kugeln und die 
Gewinne in der Urne zurflck, so ist der Werdi der Erwartung fflr jeden ioU 
genden Theilnehmer vor der Fortsetzung der Yerloosung: 

10. ^ = _^4._?j.. 

Ist ein Gewinn, etwa 6, erschienen, so ist derselbe 

11. G = ^. 

In einer Urne befinden sich n*— 3 schwarze und drei mit 1, 2t, 3 be* 
zeichnete weifse Kugeln. Drei Gewinne Gi^ 62, G^ sollen unter die Per- 
sonen ^1, ^, ^3, .... An durchs Loos vertheilt werden« Wer die Kugel 1 
zieht, erhält den Gewinn Gi; wer die Kugel 3 zieht, erhfilt fi^^; wer die 
Kugel 3 zieht, erhalt G^. Die Personen kommen in der genannten Ordnung 
zum Ziehen. Jede nimmt eine Kugel heraus. Wie grofs ist der Werth der 
Erwartung für jede Person vor der Ziehung? 

Die Gewinne können in folgender Ordnung erscheinen: 

Giy fiSi, G,; 6^2, fi^|, Ci, 

Gi^ G,, Gii 6^3» Gi^ 6^21 

6^21 G^ii 6^3; 6^31 Gi^ Gl. 

Fflr jede Ordnung können folgende Ffille vorkommen: die Gewinne können fallen 

ii)aufdier%2**u.3**; l'%2'*u.4**; l%2**u.5'*;,.... l%(i»—iyMi** Person^ 

Ä) auf die 2% 3»- u. 4'* ; 2% 3»* u. 5** ; 2% 3** u. 6*- ; . . . . 2'% (ii-l )% «*• Person, 

c) auf die 3% 4*" u. 5*« ; 3% 4** u. 6*' ; 3*% 4** u. ?»• ; . . . . 3% (i^-l )% »*• Person, 



n) auf die (n— 2)% (n— ly, n** Person. 

Dieses Schema fillt mit den Zerstreuungen von drei Elementen in n Fächer 
zusammmen, und gilt ffir jede einzelne Gewinn^-Yertbeilung. Demnach ist die 
Zahl aller möglichen Fälle, welche entstehen, 



1 Q Q n{n—l)(n—2) 

^•^•^- TXs 



Unter diesen Fällen kann jeder Theilnehmer 1.2/^~y!'~^^mal in 
Beziehung auf jeden einzelnen Gewinn ein fär sich gflnstigia Resultat erwarten. 
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:i: ' Weiidet' man nun' ffi^^'SöUfisse'an:, weldie ni (1. Z. Q^ ). angtt- 

wendet worden, so ergeben sich folgende Ausdrflcke: 

G| 6, 6, G^ G, 6, 

I&i ifi, it-~3 6, -^ G. C, g, 

» N — 1 M — 2'n— 3 » '»— 1« — 2' 

i2. { G, G, it-3 w-4 6?. = ^._^._£»_ 

M «—1 M— 2" n — 3*»r-4 •'*'!• ,*'*'* M « — i » — 2' 



•*«*>B • ••■ »►•»•1 

1 



J 



G, «— 3»-4f*--5 • 2 * 1 irv ^ : G, G* G, 



w n — 1 n — 2 n — 3 4 3 2 , . n n — 1 n — 2' 

^r-3 /G^^ G, G,: ., , * ^ ^t Ga 

w n — 1 w— 2 w— 3 . » » — 1 n — 2 ' 

i . • • • 

iii — 3 G, G, . n^-4 G. G. G, G, 

I n n — 1 n — 2 w— 3 w— 4 n » — 1 n — 2' 

i3.<f«-3 Gj G. w-4 »— 5 G, _^ G. G, G, 

■;r';i3i*;j=2-fT=3';r:3';r^ w ^.-.— j.-_, 



• . • 



„_3 Gj w— 4 M— 5 2 11^^ G, G, G, 

n n — 1 H—2 n^^ 4 3 2''* n n—i »—2' 

> 

u. 8. w. Endlich 

„«I3 n—4 n—b w-6 ^ 1 1 ^ 1 ^ ^ G^ G, G, 

n w— 1 11—2 w— 3 543*2* * n »—1 »—2^ 

'Wählt man eine andere Ordnung der "Gdwlnne ^^i, ^i, fi^„ so ist in (12. 
13. und 14.3 die veränderte Ordnung einzufahren. Die flbrigen Gebilde bleiben 
unterändert. . ■ . 

• ■ ■ 

Um nnn den Werth der Erwartung von Ai in Bezug auf den Gewinn 

.'• . • * * •' ' f^ i)(H 2) 

C?^ XU bestimmen^ ist lu bemerken, dafs Ä ihft in 1.2--^ — j^ ^ Fallen 

erkalten kaou'; in welchen jedoofa aufeer ihm noch »wei Tbeilnehrnw sich in 
4iie Gewiflne Cf^ und G^ theilen. Werden diese ausgeseUeden , so ergiebt sich 
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Auf gleiche W^ise findet sich der Werth der Erwartung 
«af die Gewinne Q2 m4 &,, namlioh; 

- -• ■ • • •*•'•■ iß, • , «3' 

A = — UM ^3 = — • 



■j i 
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Oeamaeb ist cUr Wertb Aer Eirwartong flr Ä^ vkB§9ß%\mng attfinne die Qewiane: 

Dieses fäkrt sur Bestimmung des Werlhs der ErWartang fDr jeden andern Theil- 
nehmer. Es ist also der Werth der Erwartung für den Theilnekmer Aj,: 

• • • 

• • • « ■ • 

15. El = ^-|-üt + ^. 

Man gfelangt demnach sofort zu dem Schlüsse, dafs auch in dem vorliegenden Fall 
der Werth der Erwartung für alle Theilnehmer Vor der VerlDosüng gtoiDh ist 
J)aran , knüpft sieh die weitere Bemerkung 9 dafs auch Jifer 6\ä Ordnnng , in 
welcher die Theilnehmer zum Loosen gelangen, gleichgültig istl 

. Die angegebenQ Entwick|ungsweise ist,, wie adi aus dem Gesagten leicht 
ergiebt, allgemein, und bleibt unverändert dieselbe, wenn es auf die Vertheilung 
von vier und^ mehreren . Gewinnen unter n Personen ankommt. 

Sind daher die Gewinne 6t, 62^ G^j . . .^ G^ unter n Personen .auf 
t^ obige Art durchs Loos zu vertheilen^ und firagt. man nach dem Werth der 
Erwartung fQr die .einzelnen Theilnehmer vor der Verloosung, so ergidbt sich 
fflr jeden 

\^ ' E = ^t + ^*'t-G3.:.^Gr , , 

wo r nicht gröfser als n sein kann. In der vorstehenden Gleichung liegt auch 
f|ngender Satz. • ^ 

f 17.; Wenn r Gewinne unter n Personen durchs Loos vertheilt werden sd«* 

•••I * If.l .!.■. ..II. 

len, so ist die Ordnung, in welcher die einzelnen Spieler zum Loosen 
gelangen , ganz gleichgültig. Denn der Werth der Erwartung bleibt nach 
(16.) unverändert, welche Ordnung auch gewählt werden mag. 

Die ^gl^ichep Gesetze gelten bei Vertheilung von Lasten durch das Loos. 
Dies beweiset, dafs da^ Verfahren, welches gewöhnlich he! Vertheilung' vöii 
Gewinnan 6der Lasten durch (das Loos angeweadet wird, ganz im. Hechte 1^ 
gitandet ist. Man isl dabei einem altarlichen GefQhla gefolgt und richUg 
verfahren, ohne sich der Gründe klar bewufst zu sein : denn die vorstehenden 
Sätze sind, so viel mir bekannt, noch nirgend mathematisch bewiesen worden. 
Sie sind. aber die Haupt** Gniddlage fOr die Lehre von dem Werthe der Etr 
Wartung ; denn gerade die Berechnung der durchsehRitf icben WerUie vttn . aa 
hoffenden Gütern gründet ^ch ganz auf die Jiier entwickelten Sätze, und es 
ist nicht möglich, die Grölse der malhematischen Hoffnung fflr irgend einen 
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IMUldttiiir )2ii iwfliitteh^ wein . vkkl mae imstmaie Or'dmmg feBtgaMtet ist, 
üiBt (bevor mm. nicht «wiesen hat, äafe die Ordnung bei der Vefloofong 
gieidbgfiltig ist ; 

Wenn mehrere der su verlheilenden Gewinne einander gleich sind, 
Indern sieh die ohigen SAtfte niebt. Die Gleichang (16.) gelit in folgende aber: 

18. ß = ^''^' "^^^ G^+p^Ö,....'\'Pr6r . 

wobei die Bediiifang pi-Tf2-\-pi****Pr^^ ^tt fi&det. Sind^ k Ziehungen 
gemacht, iohne dafs ein Gewinn ersi^hlenen war, so ändert sich natflrlich der 
Werft der Srwartang tftr die Obrigen^ Theilnehmer und es ist fAr dieben Fall 
aos*(t6.>: '' • - '• » . » . '• - 

19. JP — - ^1 ^!+Pt^t+/>«6|- *'+yrGr 

Yjeraehiedeae Arten sind denkbar, fiel^inae und Lusteilt durch dais Loos 
01 vertheilen. Wir wollen MgeuAe hervorbeben. . ^ 

'• • . a« In eine Urne werden so viele Verschiedene Nammern gelegt, als 
CEheflaehmer vorhanden sind : in eine > zweite Urne so vlde Dl&ttohra oder 
2elter, lals Gewinne verttriU werden söHeo. Auf Jedem BJittohen ist ein be^ 
■tifliBter GewSnh verseldilfet« Ist die Zahl der Gewinne kleiner als di)s Zahl 
der Theilnebmer , so werden so viele unbezeicbnele oder mit Ö bezeichnete 
Btatlchen (Nieten) hinzugeAan^ bis die Zahl der Theilnebmer erfallt ist. Die 
filtfttdien iLOnnen zur Vorsieht verschlossen in die« Urne gölhan werden. Dar-* 
auf wird ans! jeder Urne je ein Blflttohen gleiehaeitig gezogen, die Zähl und 
der zugehörige Treffer oder die Niete wird gelesen, und so fortgefebren , bis 
aus beiden Urnen alle Blaitchen gezogen sind. 

b. Man bezeichnet auf verschiedene Blflttchen der Reihe nach die zu 
viertbeifeniten Gewinne und legt die Blättchen verschlossen in die Unie, und 
«0 viele Nieten binnu^ bis die ZaU. der Theilnebmer erginist ist ^m wenira 
der lleihe nadh die NuaMem, welche die Theilnebmer vertreteik, ausgerufen^ 
und bei 'Oder vor jedem Anfrafe wird ein Blatiehen atts der Urne geeogen 
4w4 M ietaten Falle gedffnet, wenn die Nnmmer- gerufen iat. Das Verfahren 
Wird-fortgesetst, hia alle BÜttohen gezogen smd. 

. €• übn bringt in «neunte^ verschfaesem, alle Nummern^ weiehe die 
3Fbeilileh»er'v«treten* In.(mne zweite Urne legi BHin so Viele Blattoiien ^la Goft 
wjttne t^erAeilt werden soUen, mil deh dhrauf venaeieliAeteii GawihalsB ; gleitah«» 
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falls verschlossen. Nun xiekt . auin ms jeder. Unre .gleichaMtig : eilt .MjttdwM, 
lieset die Nüiamer und den deita g«hörifen Crewin» ab, und ffthrt so fott^ 
bis alle Treffer gezogen sind und dadurch das Loos sSmmÜichelr TheUnebiBte 
eiatschieden ist .,;.;. 

d., Man bringt |n ein^ Urne, versphl«|SQP , all« Nnmaiern) welcji^ die 
Theilnehmer vertreti^n, ruft |q einer bestitninten , oder in jeder beliebigen 
Ordnung, sftmmtliche Treffer aus, und zieht gleichzeitig mit jedem Treffer eine 
j^umvier, wodurch das Lpos der Theihielimer, allmAlig entschjedeii wird. . / 

Bei allen diesen Artep wird yoraii«geset«t, dafa.die jn der »Urne ent«* 
baltenen BläMben WioU ^gepiengt ond: bei |eder.2iefanng durch. idintnder .gef 
rQttelt werden, und dafs natarlich überall rechtlich und gewissenha|l. verfah- 
ren werde. 

Die erste Art schfllzt Wohl am meisten gegen Betrug ; besonders wenn 
gleichzeitig aus beiden Urnen Nummern gezogen werden uttdvdie BlAttIbheA 
verschkissen in der Urne liegen«. Diese Jiethode hat in sieh selbst ihre €ontrole. 

Die Rechtlichkeit der drei letzten Methoden grOndet sich darauf, daft 
b^i dem Ziehen der Nummern ans einer Urwe <[naoh. der Lehre der Ver- 
setzungen.» welche hier Anwendnng .findet) jede .Zahl auf jeder einzebieA 
Stelle gleici\yißlmal er^pb^nt ; wodwroh also die Ans^rfiidie ei&aa Jeden Tbdbr 
nehmers gesiebisrt siiid. / Die beiieQleta&len Methoden. iN^ren bei dtergr^m 
AnzfU Ton LoQSten viel Zeit. > : > 

. Diepe SAtze hier stimmen mU denen. ($» 5»^und 60i Abereia, nnd. die 
hif^jr und dort gefundenen ergj^fen sich gegenseitige denn, mit den ^dort .be4» 
M*i^h}fHen Pillen kann das Yertbeile^ von G^winftfu .und ulao ein. bestimmter 
Wertb der , Erwartung verbunden aein. . . i.. \ , 

Sf. 87. . .. '. 

< n Personen^i, A^^ A^i„... wi^^raditen^ in der genannten. R^en^ 
Mge^jind jeder mit einer .besondern . WahnscheiBfiahkeit, "ein Ereignifs' herbei«* 
zuführen, mit dessen Eialreffea;dn Gewinn verbn«ba Ist; und nwarili nk 
der .Wahrscheinlichbnt a des Geliageas im i einzelnen Fall, des^ Hilblingens 
aPr^l^a in g adf i einander, fialgenden Versnehen; Ar mit «iner Wahraobei»^ 
lichkeit des Gelingens b im einzelnen Eatte und des Mifelingens /9 2=^:4 *-i^ in 
riVenMichen, u«.s.. w.,ii^ .mit. «JAer . Wabiscbeiatiebkeit n^ des Gelingens und 
desMifeliagens.r <;«: 1 -r- n. i« it^ Verauohen. > Gewinnt der Theilnehmer Ji ein^ 
mal^ so.erhAlt «r den »fiewian) ^r, A^ den G^^ian ü?2, n. e; w.,^ii^ »den* 



winn G^. Jeder Theilnehmer tritt /»mal in die Reihe,. wenn nicht durch Er* 
scheinen eines Gewinnes die Versuche beendet werden. Wie grofs ist der 
Werth der Erwartung för jeden i einzelnen Theilnehmer? 

Der Theilnehmer ili kann entweder gerade im ersten, oder im zweiten, 
oder im dritten u. s. w., oder* im ^en- Versuche in der ersten, zweiten, oder 
dritten u. s. w. , oder in der jAen Reihenfolge gewinnen. In jedem einzelnen 
Falle erhfilt er G^ . Die Möglichkeit gerade im zweiten , dritten Versuche u. s. w., 
Qiid Oberhaupt ia einem spätem Versuche . als , dem ersten zu ;gewinnen , setzt 
voraus, dafs in keinem der vorhergehenden Versuche ein Gewinn eirl&ngt wurde. 
Demnach ist der Werth der Erwartung fflr Ai in Beziehung auf die Versuche 
der ersten Reihenfolge (6* $. 35^} : ^ 

Der Werth der Erwartung fßr A^ in Beziehung auf die Versnobe der zweiten 
Reihenfolge ist 

' E'^^^ = a''ßy\...v'(a-\'aa'\-a^a-y....a^-^a)G, 
===aV^>^...t^'(l— V)&i. '*' ' ' .' 

Der Werth der Erwartung für Ai in Besiehang auf die Versuche der dritten 
Reibenfolge ist 

u. 8. w. Der Werth der Erwartung in, Bezi^hong auf die Versuche der pten 
Reihenfolge ist ; 

Werden diese Wertbe vereinigt, so ergiebt sich fOr den Werth der Erwar- 
tung von Ai in Beziehung auf sfimmtliche Reibenfolgen : ' 

Auf ganz gleiche Weise ergiebt sich der Werth der Erwartung f flr A2 , wenn 
man erwfigt, dafs y Versuche dem Eintritt in die erste,« 2y^r-[-*-f....-f« 
V^nniolie dran in die zweita u. s. w», %niX\io\kpq-\'{p^t^{r.^ $-{-..... n) dem 
EinUäihi .die^^ifaijReiheAlolge.VDBaus^egaiigen sein mflsaen*. Demnach ist der 
Werth der Erwartung von J2: 



2. £?, = a'(l— /S')«» 

+ 

Setzt man diese Schlufsweise fori, 80 ergtebt sich fQr den Wertb der Er^ 
Wartung von A^: 

u. s. w. Der fflr A^ ist 

Ist /; eine ziemlich grofse Zahl, oder werden die Reihenfolgen \n» Unbestimmte 
fortgefOhrt, so \MiJk {a'f ß^y\ ...v^y^ ab sehr klein, yernachlässigt werden. In 
diesem Fall gehen die Ausdrücke (1. bis 4.) in folgende über: 



5. 



E, = «'/r(i-y) ._^;'.,.,^ , 



• / 
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Vergleicht man die Werthe der Erwartungen fflr eine beschränkte (1. bis 4.) 
oder für eine unbeschrankte Reihenfolge (5.) mit einander, so ergiebt sich 
folgender Ausdruck: 

D. MLi : jKj • ^3 : • • • • MLn 

• 

und man wird auf ein beständiges Yerhfiltnifs der Wertbe der EnraMMgwr^tfr 
einzelnen Theilfiehmer für beschrinkte und nnbescbrtakte ReibenfolgeB gefilhit 
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Sind die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Theilnehmer, Gewinne nnd 

Zahl der Versuche, gleich grofs, so dafs a = J^ = c = * ...a±=ß = y = 

G^ = ©1 = 6^2 = ©3 . . , . und ^ = r = * = .•. . ist, so gehen die Gleichun- 
gen (1. bis 4.) in eine andere Fortn Aber, die allgemein 



'7. E, = a^^^^(i^a'>)tl^. 



G 



ist. D«8 Vefhaltnifs der WeHhe der Erwarlangen fflr die einzelnen Theil- 
neÜmer wird dann 

8. Ei':Ei:EiT El, = 1 : «-» : «»' : a'' . . . . a^-^J'. 

• • * 

■ _ • • • 

Ist 9=1, so ergiebt sich aus (7.) die Formel 

9:. iZi = rt«»-^4=^G^. 
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Das Yerhfiltnifs der Werthe der Erwartungen wird dann 

10. Ey:Ei:E^iE^x....!En ^= l:te:a*:a^ a"-*. 

Diese Werthe stehen zu einander in dem Verhalbiisse der Glieder einer geo- 
metrischen Proportion, deren erstes Glied die Eiqfieit und deren Exponent die 
dem Eintreffen des Ereignisses ungOnstige Wahrscheinlichkeit ist. Diese Werthe 
nehmen ab. Die Gleichung (10.) gilt unter der Bedingung, dafs die Wahr- 
scheinlichkeit, im einzelnen Falle zu gewinnen, für jeden Theilnehmer unver- 
ändert dieselbe bleibt. 

Die Vergleichung der in diesem nnd dem vorigen Paragraphen er- 
langten Resultate zeigt, dafs die Ordnung, in welcher die Theilnehmer zum 
Lüüsen^gdangen, bei den in (10) -ausgedrOckt^n .Bedi ngung e n dnrdiaus nicht 
gleichgältig ist, und dafs die früher eintretenden Theilnehmer vor den später 
eintretenden im Vortheil sind. Die Sfitze (§. 36.) gründen sich darauf, dafs 
die Wahrscheinlichkeiten der Theilnehmer, wenn sie zum Loesen gelangen, 
veränderlich sind, während die Wahrscheinlichkeit für den einzelnen Theilnehmer 
bei (10.) unverändert bleibt. 

Die hier gefundenen Resultate lassen sich noch anderweitig untersuchen, 
und man kann fragen: wie müssen die Wahrscheinlichkeiten, oder wie die Zahl 
der Versuche, oder wie die ausgesetzten Gewinne beschaffen s^in, damit die 
Werthe der Erwartungcfn filr die einzelnen Theihiehmer gieich sind.' Läfst 
man die Zahl der Versuche und die Wahrscheinlichkeiten unverändert und be- 
stimmt dieGr&fsje der Gewinne, am gleiche Erwartungswerthe zn haben,} so ist 
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12. < * 



ft,y(l_y*) ^»-1 /y'-y*....«y(l— y*) a^/J'-y'.... 01^(1—1^) 

Lfifst man die Wahrscheinlichkeiten und Gewinne unyer Ändert , ao er- 
geben sich aas (1. bis 4.) folgende Bestimmungen fOr die Zahl der Versuche, 
um gleiche Erwartungswerthe zu erlangen: 

log/5' ' 

iogy ' 

~ log* ' 

Bleiben die Zahl der Versuche und die Gewinne unverindert, so erge- 
ben sich folgende Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Theilnehmer, um zu 
gleichen Erwartungswerthen zu gelangen: 

IS. ,=^(-.^--a). ,=y(£«.H^), ,^(fs^^^ 

u. s.w. Die Gleichungen (13.) werden einfacher, wenn &=:&i = £^2 = ^3 

gesetzt wird. Alsdann ist 



• • • 
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14. 



"— |f V(„_i)«9-»+2/~ rM»-2)/»^-»+3>'~~ rV^i,-^)y_n-)-4/ 
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Wird hier qz==r^=^s = = 1 und a = gesetzt, so sind die Wahr- 
scheinlichkeiten üy b, c,....^ welche den einzelnen Theilnehmern der Reihe 
nach zagehd/:en, um gleiche Erwarlungswerthe zu erlangen: 

Dieses Ergebnifs führt auf die Voraussetzungen, . von welchen wir in (§. 36.) 
ausgingen und bestätigt die Richtigkeit der in beiden Paragraphen gefundenen 
Resultate. Eine diesen Gegenstand näher untersuchende Abhandlung findet sich 
im 2ten Bande der Abbandlungen der mathematisch -physikalischen Classe der 
Königlich -^Bairischen Akademie. Manchen 1837. 

§. 38. 

Das Vertheilen der Gewinne durchs Loos setzt Beiträge der Theilneh- 
mer voraus, aus welchen die Gewinne genommen werden. Die Beiträge, durch 
welche man das Recht der Theilnahme an der Verloosung erlangt, sind nach 
der Natur des besondern Falles entweder gleich, oder verschieden: letzteres 
wenn sie ein Act der Willkür sind; wie bei vielen Spielen. Die Beiträge 
heifsen Einlage, oder auch Einsatz. 

Die Einlage kann von den Theilnehmern vor der Verloosung erhoben 
werden, wie bei Lotterien aller Art, bei manchen Glücksspielen u. s. w., oder 
sie kann auch auf gegenseitige Verabredung bestimmt und erst nach der Ent- 
scheidung erhoben werden. Im ersten Falle tritt ein Staat, eine Gesellschaft, 
oder eine einzelne Person, unter Gewährleistung, den Theilnehmern gegenüber; 
im zweiten Falle vereinigen sich zwei oder 'mehrere Personen, unter gegen- 
seitiger Verpflichtung, im Falle des Verlierens die bedungene Summe aus- 
zuzahlen; wie bei Wetten, bei Unterhaltungs- und Gesellschaftsspielen u. s. w. 

In allen diesen Fällen mufs der Werth der Einlage auf einer richtigen 
Grimdifige beruhen. Dies wird dann der Fall sein, wenn, der einzelne Theil-!- 
nehmer durchschnittlich so viel Gewinn zu hoSea hat, als er beiträgt. 

Daraus ergiebt sich folgender hierher gehörige Grundsatz: 

1. Die Einlage mufs dem Werthe der Erwartung gleich sein; und um- 
gekehrt. 

Bezeichnen wir die Gröfse der Einlage durch B , so läfst sich der 
Satz durch 

2. B ^ E 

27 
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aasdrOcken. Wird damit der Satz (2. §. 35.) verbanden, so erhfilt man 

3. B =^wG ^ 5^; 

wo m die Zahl der günstigen and q die aller möglichen Fälle beieichnet. 

Der Werth der Einlage hangt also von dem zu erlangenden Gewinn 
und der Wahrsctieinlichkeit ihn zu treffen ab. Wenden wir jetzt den Satz (3.) 
auf verschiedene Fälle an, so ergiebt sich die Yergleicfaung 

4. BiiB^ = WiG^xw^O^. 

Die Einlagen zweier Personen stehen demnach zu einander in zusammenge- 
setztem Verhältnisse der zu erwartenden Gewinne und der Wahrscheinlichkeiten, 
sie zu erlangen. Haben die Wahrscheinlichkeiten tri und w^ gleiche Nenner, 
so fallen dieselben aus der Vergleichung weg. Bezeichnet man die Zähler 
durch füi und »12^ so geht (4.) in 

5. BiiBz = m^Gj^imr^G^ Über 
Diese Sätze lassen sich leicht ins Allgemeine ausdehnen, und es isft 

6. Bi : 02 • ^3 • • • • Bn === WiGiifv^GiifJO^G'i . . . . tv^ G^ 

= fWi G^xfn^ üTj : 1113 Cj . . . . fn^ ür„, 

•7. B^ : Bi -}- Bi -j- i#3 .... Bi^i -|- ßjt+i • • • • ^n 

= wj,G^:w^Gi^-\-W2G2'\- «^jt--i 6^*^i + ««^*+i ^*+i ^nG^ 

= mkG),:MiGi'{-m2G2-\' »»i-i<?i-.i + w»Hi^A+i »»^fi^n^ 

8. Bi\2^^Bn = Wi,G^i2l^tv^Gn = tniGu.^^^m^G^. 
Vereinigen sich zwei Personen zum Spiele, so verlangt die Biliigkait, 

dals der Werth ihrer Erwartung vor dem Beginne des Spiels gleich sei. Hier- 

ans ergiebt sich leicht der Sat« (2. §. 35.) , nemlich 

9, tOiGi = W2G20 

Dieser Satz läfst sich leicht weiter ausdehnen und es ist 

10. WiGi s=: »26^2 == ^^Gm =£=.... w„G„. 

Eier 8ata (9S) gilt anidi noch^ wenn eine von beidm Personen ab RqwMen* 
tant von mehreren UMilnehmern betrachtet wird. Die Betrachtnags-Art wird 
dadurch nicht geändtti Es ist ans (9.) 

Aus (10.) folgt 

12, G,,:G^ = WxiWk = nii,:m^^ 
wenn die Wahrscheinlichkeiten w^ und wi, gleiche Nenner haben und m^ und nti 
deren Zähler bezeichnen. Ist in der Gleichung (8.) Bi=zB2=^Bi....=^Bn^ 
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BD gehl 8)e in folgende Ober: 

18. l:n = tßi,Gk\XZi^nGn = m^Gj^.S^m^G^. 

Es giebt Falle, auf welche der Satz (12.) keine Anwendung findet; 
namentlich, wo eine bestimmte Reihenfolge eingehalten wird, mit welcher ein 
bestimmter Vortheil verbunden ist. Da aber dieser Vortheil der Reihe nach 
an Jeden kommt, so gleicht er sich wieder aus, und es bleibt den einzelnen 
Personen äberlassen, ob sie unter solchen Verhältnissen in eine derartige Ver- 
bindung treten wollen. Bei Spielen mit Spielhaltern (Banquiers) ist dies auch 
der Fall. Es kann dies die Richtigkeit obiger Sätze nicht entkräften. 

Aus der Gleichung (3.) ergiebt sich leicht 

14. G = ^ = ^. 

w m 

Diese Gleichung zeigt, wie aus der Einlage und der Wahrscheinlichkeit zu 

gewinnen die Gröfse des zu erlangenden Gewinnes abgeleitet werden kann. 

Statt der Wahrscheinlichkeit kann auch das Verhältnifs zwischen der Zahl der 

gflnstigen Fälle und der aller möglichen Fälle gegeben sein. Ferner ergiebt 

sich hieraus 

15. jB:G := fn:q »= tvii. 

Die Einlage verhält sich also zum Gewinne, wie die Zahl der gflnstigen Fälle 

zur Zahl der möglichen, oder wie die zugehörige Wahrscheinlichkeit zur EinheiL 

Spielen zwei FwdQnen, deren eine vor dem Beginn des Spieles eine 
Einlage aiacbt, die andejre nach der EntscheMung den Gewinn ausittzahlei 
hfll, sk> wilrd die Gcöi^ der auszuzahlenden Summe durch (14. oder 15.) beatimmt 

Aus . (3.) ei^bt $jich endlich aaoli die Gleichung 

16. ^ = §• 

Sie zeigt, wie aus der Einlage und dem zu erwartenden Gewinne die zuge- 
hörige Wahrscheinlichkeit gefunden wird. 

« 

§. 39. 
Sind die Einlagen gemacht mid erfolgt nun die VertheUung der Ge^nne 
durch dps Leos, so wird dem Gewinner die ihm gehörige Summe zugestellt. 
In dieser Summe ist die Einlage mitbegriffen. Zieht man die Einlage von 
der erhsdtenen oder zn «langenden Summe ab, so erhält man eine Gröfse, 
die Wir ^rewen Gewinn" nenneii und durch R bezeichnen woUm. Dies giebt 
Gleichung 

1. n s=i €r— ^Ä» 

27» 
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Ist R eine positive Gröfse, so gilt die Gleichung in der vorstehenden Form 
und bezeichnet einen Yortheil. Wird aber der Werth von M negativ, so ist 

2. Ä = B-G, 
welches auf Nachtheil deutet. Wird JR = 0, so ist 

3. = G — B oder G = B. 

Es findet dann weder Yortheil noch Nachtheil Statt. Führen wir aus (3. §. 38.) 
den Werth für £ in (1.) ein, so erhalten wir die Gleichung 

4. R = G—wG = (\ — w)G. 

Da nun \^w die dem Eintreffen eines Ereignisses entgegengesetzte Wahr- 
scheinlichkeit (5. §. 3.) bedeutet, so ergiebt sich, wenn wir dieselbe durch 

Wi bezeichnen, aus (4.): 

5. Ä = w^G. 

Die Gröfse des zu erwartenden reinen Gewinnes wird demnach durch das 
Product aus dem Gesammtgewinne G in die dem Eintreffen des bezüglichen 
Ereignisses entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit bestimmt. 

Zerlegen wir nun die dem Eintreffen eines Ereignisses entgegengesetzte 
Wahrscheinlichkeit in ihre Bestandtheile und nennen die Zahl der ungünstigen 
Fälle n, die Zahl aller möglichen Falle, wie in (3. §. 38.), q^ so geht (5.) in 

6. Ä = -G 

oder in 

7. R\G c= niq r= Wy\l Ober. 

Der reine Gewinn verhält sich also zum Gesammtgewinne, wie die Zahl der dem 

Eintreffen des Ereignisses ungünstigen Fälle zu der Zahl aller möglichen Fätte, 

oder wie die dem Eintreffen ungünstige Wahrscheinlichkeit zur Einheit. 

Aus (5. und 6.) ergiebt. sich folgende Zusammenstellung: 

8. R^iR^ = t/>2 6^1 : 1^1 ß*! == it 6r 1 : m ©2 . 

Wird der Werth von G aus (14. §. 38.) in (1.) gesetzt, so erhält man 

9. Ä = ^-B = i=i?Ä = ^B = ^B. 

Hier beiKeichnet w die gOostige und Wi die entgegengesetzte Wahrscheinlich- 
keit, m die Anzahl der günstigen, n die der ungünstigen FäUe. Es. folgt daraoft 

10. il:0 = Wiiw ;= n:m. 
Die Ausdrücke (9. und 10.) zeigen den Zusammenhang zwischen der Einlage 
und dem reinen Gewinn, der günstigen und der ungünstigen Wahrschetniicb* 
keit. Nach (10.) verhält sich der reine Gewinn zur Einlage, wie die ungüa^ 
stige zur günstigen Wahrscheinlichkeit, oder wie die Zahl der günstigen zu der 
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der ungflnstigen Fälle. Ans (5. und 6.) ergiebt sieh 

11. 6? = — =-3L.Ä. 

Aus (10.) ergiebt sich 

12 B = ^'^ = fn.R 

w^ n 

Hieraus Ififst sich die Gröfse der Einlage fOr einen bestimmten reinen Gewinn 
ableiten. 

Wenn zwei Personen A^^ A^ mit den beziehlichen Wahrscheinlichkeiten 
Wi und tr,, die sich zur Einheit ergfinzen, keine Einlage machen, sondern 
sich gegenseitig verpflichten, den reinen Gewinn einander nach der Entschei- 
dung auszuzahlen, so ergiebt sich leicht der Satz, dafs die zu erwartenden 
reinen Gewinne umgekehrt sich verhalten wie die Wahrscheinlichkeiten, die Ge- 
winne zu erlangen, oder umgekehrt wie die Zahl der entsprechenden günstigen 
FftUe; denn es ist billig, dafs eine desto gröfsere Summe an den Gegner ent- 
richtet werde, je kleiner die Zahl der dem Gegner gOnstigen Fälle ist, und 
dafs umgekehrt der Gegner eine um so geringere Summe zahle, je häufiger 
die Gelegenheit zu verlieren vorkommt. Bezeichnet man die reinen Gewinne 
durch Ri , R^ und die Zahl der günstigen Fälle durch »ii , »12 ^ so ergiebt sich 

13. Ri:R2 = W2:wi == rj^imi/ 
Dieser Satz fällt mit dem in (10.) zusammen, wenn man letztern auf den vor- 
liegenden speciellen Fall anwendet. Es wird die Einlage,^ welche Ai zu zahlen 
hat, zum reinen Gewinn für^lj; nnd umgekehrt. Dies rechtfertigt zugleich die 
Schlüsse oben in (18.). 

Bei Lotterien, Spielen u. dergl. wird gegen eine bestimmte Einlage B 
im glücklichen Falle ein bestimmter Gewinn jS^ ausgezahlt. Die Gröfse dieses 
Gewinnes ist in (14. §. 38.) angegeben. Vergleicht man diesen Gewinn mit 
der ausgezahlten Summe, so ergiebt sich 

14. F=--Ä. 

B 

Ist — gröfser als 8, so ergiebt sich ein Abzug für den Gewinner oder ein 
Vortheil für den Unternehmer der Lotterie oder den Spielhalter, folglich ein 
Nachtheil für den Gewinner. Ist j9 gröfaer als — , so ist der Gewinaer im 

Vortheil. Ist — gröfser als S, so läfst sich aus (14.) die Gröfse des Vor- 
theils P für den Unternehmer beslimmea. Zu dem Ende ist die Gleichung (14.) 
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durch (14. §.38.) zn dividiren. Demnach ist 

15. P = i-^ = l-^- 

Hier ist die Gröfse des Vortheils als Theil der Einheit angegeben. Fahrt man 
sie auf 100 zuräck, so erhält man sie in Procenten ausgedrflckt. Es ist 



16, P t= 100(1 — ^) 



Einfacher werden diese Bestimmungen , weaa man die Einlage B auch 
als Einheit anpimmt. Dann geht (15. und 16.) ober in 

17. P = i—w8 und 
la P = lOO(l-friS). 

Der mnlhmafslicheVortbeil, der auf Jemandes Seite fftllt, kann auf folgende 
Weise bestimmt werden. Die Einlage sei, wie bisher, B} die fftr das Ge- 
winnen bestimmte Summe sei tB; die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen sei w. 
Nach (2. $. 35.) ist der Werth der Erwartung oder der muthmafsliche Gewinn 
wtB. Der hieraus erwachsende Vortheil ist 

19. F = wtB — B. 

In diesem Falle mufs wtB gröfser als B, oder wt gröfser als die Einheit 
sein. Ein Nachtheil entsteht, wenn 

20. N = B — wtB 

eine positive Gröfse, oder wenn die Einlage gröfeer ist eis wtB oder als 
der Werth des muthmafslichen Gewinnes. Weder Nachtheil noch Vortheil findet 
Statt, wenn 

21. = B — wtB ist. 

■ 

Der Yqrtheil zwischen zwei Personen Ai und A2 kann auch durob die 
Gröfse des reinen Gewinnes bestimmt werden. Beträgt der reme Gewinn. v<iii 
Ai das Ai fache der Einlage B und der von A2 das Araf&che derselben Ein- 
lage, und sind die Wahrscheinlichkeiten, diese Gewinne zu erlangen, Wi und 1^2, 
so ist der muthmafsliche Gewinn von A^ = toJktBf der von A^ ^^ w^l^B 
UQd es findet auf keiner Seite Vortheil Statt, wenn 

22. Wik^B—w^k^B = 
ist. Der Vortheil fbr Ai wird durch 

23. Fi = w,kiB — W2k2B, 
der Vortheil für A2 durch 

24. V^t^w^ihB^m^kiB 
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■ 

ausgeibrflckt. Ergeben sidi negative Werthe, so gebt der Vorthi»! in Nacb* 
tbeil über. 

Auf gleicbe Weise ergeben sich diese Bestimmungen, wenn der 6e^ 
sammtgewian su Grand gelegt wird. Bezeicbnet man dieselben dnroh Si und 
S^^ so ist der Vortfaeü ftr Ai: 

25. Fl s=±: WiSi — WzSz^ 
und der Vortheil für Jj: 

26. V2 = w2S2'-^tViSi. 

Die Gleichungen (25. und 26.) gelten auch , wenn 8^ = 82^ oder wenn 
tt'i-f«^2<l ist; wie es bei der relativen Wahrscheinlichkeit vorlsommt. Setzt 

man nfimlich m?j = — *• und •^2 = — ^, so dafs »ii-f^'»2<y ist^ so deutet »i| 

die Zahl der fflr Ai und nh die Zahl der für A^ günstigen Falle an. Eäineii 
nur oii^-M» Fälle, in welchen der Gewinn entschieden wird, in Betracht, so 

wäre derWerth der Erwartung = — ^ — S^ für A^ und = — ^ — S2 für J2. 

Es kommen aber q Fülle in Betrapht, unter welchen nur fit|-f ^ die Ent- 
scheidung geben. Man hat daher die Entscheidung von i7ii-[-^ auf q Fülle 

zu übertragen. Der Gewinn wird also in beiden Füllen nur ^^^^ mal vor- 
kommeD. Denmaeh ist der für Ai tu erwartende Gewinn 

der Gewinn fflr Ai aber 



P, = — ^ — a±^.Ä = i^.Ä-^. 



Also ist der Vortheil fflr Ai'. 



M. ci m. 



und fOr A^: 

28. F, = ^.Ä,-^.Ä.. 

Die Gleichungen (25. und 27. , 26. und 28.) stimmen fiberein. 

ff 

§- 40. 
Die in desa beiden vofigen Paragraphen verzeicbBeten Gteichnngen sind 
yielfiE|c)ier Aiiwendaagen fühig'. Der Yerdeatliohung wegen, und um dies 2a 
»eigea, aoUm hier «inige besaadere Fülle erörtert werden. 
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Zw^ Personen Ai und A^ ^elen mit einander mit drei Wflrfeb* Ai 
übernimmt gegenüber von Ai^ jede Nummer, die geworfen werden wird, mit 
der gehörigen Summe zu besetzen. A2 darf irgend eine oder mehctere aus- 
wählen , die er jede mit einer bestimmten Summe besetzt. Wird eine von A^ 
besetzte Nummer geworfen, so gewinnt ^29 und ^4^ mufs den darauf geordneten 
Gewinn zahlen. Wird die von A2 besetzte Nummer nicht geworfen, so er- 
hält Ai die von A2 ausgesetzte Summe. Welches ist die GrOfse lies jeder 
Nummer zugeordneten Gesammtgewinnes oder des reinen Gewinnes? 

Die Nummern, welche mit den Würfeln geworfen werden können, sind 
3, 4, 5, . . . . 18. Die Wahrscheinlichkeiten fär das Erscheinen dieser Zahlen 
ergeben sich aus (1. §. 13.). Daraus findet sich die Zahl der Fälle, wie oft 
diese Nummern geworfen werden können. Nun können die Einlagen auf jede 
Zahl beliebig gemacht werden. Wir nehmen zwei Fälle an. In dem einen 
soll die Einlage der Zahl der günstigen Fälle gleich sein, im andern die Ein- 
heit als Einlage auf jede Nummer gelten. Bei Bestimmung des Gesammtge- 
winnes kommt die Gleichung (14. §. 38.), bei der des reinen Gewinnes die 
Gleichung (9. §.39.) zur Anwendung. Daraus ergeben sich folgende Tafeln: 



1, Nummer 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


Zahl der Wärfe . . . 


1 


3 


6 


10 


15 


21 


35 


«7 


37 


25 


Gröfse der Einlage 


i 


3 


6 


10 


15 


21 

1 


25 


27 


27 


25 


Gewinn sammt Einlage 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


Reiner Gewinn . . . 


215 


213 


210 


206 


201 


195 


191 


189 


189 


191 



13 



14 



31 

21 

216 

195 



15 

15 

216 

201 



15 



10 

10 

216 

206 



16 



6 

6 

216 

206 



17 



3 

3 

216 

213 



18 



1 

1 

216 

215 



2. Nummer 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


Zahl der Werthe . . 


1 


3 


6 


10 


15 


21 


25 


27 


27 


25 


21 


15 


10 


6 


3 


1 


Gröfse der Einlage 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


Gewinn nebst Einlage 


216 


72 


36 


21* 


m 


10| 


8« 


8 


8 


m 


10* 


14J 


21* 


36 


72 


216 


Reiner Gewinn . . . 


215 


71 


35 


20J 


m 


n 


m 


7 


7 


m 


n 


13* 


20* 


35 


71 


315 



Diese Tafeln gelten für zwei Spieler unter den obigen Bedingungen. 
Dabei kann eine und dieselbe Person mehrere Gegner haben; wie die Spiel- 
halter oder die aogenannten Banken. Jede Persron ist mit dem Spielhalter 
zusammen ein für sich bestehendes Paar. Sollte nun Jemand die Nummern 
8, 9, 10, 11, 12, 13 als fAr sich gewinnend ansprechen^ so bitte er als reinen 



I 
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Gewinn ff der Einlage zn erwarten; wie sieb ans (9. §. 38.) ergiebt. Zu 
demselben Resultat führt (14. §. 38.). 

Zufolge der beiden obigen Tafeln hat keiner der beiden Gegner einen 
Vortheil vor dem andern. Dies ist aber bei Banken nicht der Fall) sondern 
ihre Einriobtong ist gewöhnlich so, dafs ein Vortheil auf die Seite des Unter- 
nehmers füllt; und dieser Vortheil ist oft ziemlieh bedeutend; wie z. B. bei den 
Wfirfeltischen , die man zu Zeiten auf den Märkten oder Messen sieht. Als 
ErUhiterung mag die Einrichtung des Lottospiels dienen. 

Nach dem Königl. Baierischen Lottokalender vom Jahre 1839 wird die 
Einlage dem Gewinner 

15 mal fOr einen unbestimmten Auszug, 
75 - - -* bestimmten Auszug, 
270 - " eine unbestimmte Ambe, 
5100 - - - bestimmte Ambe, 
5400 - - - Terne, 
60000 - - - Quaterne 
ausgezahlt. Die WahrscheinKcbkeiten , einen Auszug, eine Ambe, Terne und 
Quaterne zu treffen, ergeben sich, wenn in der Gleichung (1. §. 5.) statt p^^ 
1^2 9 «ti und:^ allmälig ihre Werthe gesetzt werden. Sie sind der Reihe nach 
iV) T^T) t -^V) TTiVw Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Auszug 
ztt treffen, lU ^, die eine bestimmte Ambe zu treffen ^ij789 = Wnr* Nach 
(14. §. 36.) sollte^ die Einlage dem Gewinner 

18 mal für einen unbestimmten Auszug, 
1 90 - - - bestimmten Auszug, 

■ 

400^ - - eine unbestimmte Ambe, 
8010 - - - bestimmte Ambe, 
11748 - - - Terne, 
511038 - - - Quaterne 
aoegesahh werden ; statt nach dem obigen Schema. Die Bank des Königl. 
Baierischen Lottospiels hat also nach (17. §. 39.) folgenden Gewinn: 



Von einem unbestimmten Auszug 

bestimmten Auszug 

- einer unbestimmten Ambe 

- bestimmten Ambe 

- Tenie 

- - Quaterne .... 



~ fl = 0,1666...., 
~ ^ = 0,1666...., 

— VüT =0,82584...., 

- m% = 0,36329...., 
_ .^8^*^ = 0,54034...,, 

-VWWV = 0,88259....; 

28 
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wenn die Einlage zur Einheit angenommen wird. Sie hat also Yon alleii 
lagen, auf unbestimmte und bestimmte Auszöge 16|, auf unbestimmte Amben 
32 j , auf bestimmte 36 , auf Temen 54 , auf Quatemen 68 Proeent nnd noch 
etwas mehr Gewinn. 

Nach Lacroiv Wahrseheinlichkeitsrechnung (§. 66.) wird in der Lotterie 
von Frankreich der unbestimmte Auszug mit der löfachen, der bestimmte mit 
derTOfachen, die unbestimmte Ambe mit der 270fachen , die bestimmte mit der 
5100fachen, die Terne mit der 5500fachen, die Quaterne mit der TöOOOfaehen, 
die Quinterne mit der 1 000 OOOfachen Einlage bezahlt Daraus ergeben sich 
folgende Abzüge: 

Von dem unbestimmten Auszug 1 — 



- der 



bestimmten Auszug 
unbestimmten Ambe 

- bestimmten Ambe . 

- Terne 

Quaterne .... 

- - Quinterne .... 

Mehreres hierfiber wird später folgen. 



1— 
1 — 
1 — 
1- 
1 — 



H 

2.270 



1~tVVÄ^% 



0,1666. ...^ 

{)^««d^ .... 9 

0,32548...., 

0,36329...., 

0,53183...., 

0,85324...., 

0,97724.... 



§. 41. 

Bisher wurde die Beziehung zwischen Einlage nnd Gewinn betrachtet 
Wir wenden uns nun zur Untersuchung des Verhältnisses des Werths dm* Er- 
wartung zu der Art, die zu wagende Summe auszusetzen. 

A will die Summe rB wagen. Die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen 
ist w, die zu verlieren u^is=l — w. So oft ^ gewinnt, bekommt er die 
^fache Einlage als reinen Gewinn. Soll A die Summe rB in einem Ver- 
suche, soll er sie in r hintereinander folgenden, oder in gleichzeitigen Versuchen 
wagen, so dafs in jedem einzelnen Versuche die Summe B eingesetzt wird? 

a. A wagt die Summe rB in einem Versuche. Gewinnt er, so er- 
hält er die Summe q.rB. Der Werth seiner Erwartung ist nach (2. $. 35.) 

1. £7 = w.i/rB. 

b. Die genannte Summe wird auf r Versuche vertbeilt und bei jedem 
B gesetzt. Es können folgende Falle vorkommen: A gewinnt in allen Ver- 
suchen, oder in r— 1, r — 2, .... 2, oder in 1 Versuche: der Werth der 
Erwartung ist fflr die einzelnen Ffille zu bestimmen und die Resultate sind 
zusammenzuzihlen. 
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Die Wahrscheinlichkeit, in allen Versuchen zu gewinnen, ist uf. In 
diesem Falle gewinnt er rqB. Der Werth der Erwartung ist also 

E, = ufrqB. 

Die Wahrscheinlichkeit, in r— 1 Versuchen zu gewinnen, setzt voraus, 
dafs A einmal verliere. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist r.u>^^w^. In die- 
sem Falle wird er {r—\)qB gewinnen. Der Werlh der Erwartung ist demnach 

Die Wahrscheinlichkeit, in r — 2 Versuchen zu gewinnen, läfst zu, dafs das 
entgegengeeetzte Ereignifs zweimal eintrete. Die Wahrscheinlichkeit daför ist 

^-^YY^tV^'^wl. In diesem Falle gewinnt A, (r — 2)yÄ. Der Werth der 

Erwartung ist also 

Werden diese Schlösse fortgesetzt, so ergieht sich für den Gesammtwerth der 
Erwartung : 

E^rw^^qB^rS^^^w^'^w^qB^r^^^^ 

' ^ 073 ^ «^i9«+ 



ryÄ.u.[ii.^-H^-^'^«^i+^^'-«^'^"^H • • . 



— i p=i]i '««^«^i i — pziji — w^J- 



Da die eingekUmmerte Reihe mit dem Binomium {w -j- w^f^^ =:= 1 zusammen- 
fallt, so geht der vorliegende Ausdruck in folgenden über: 

2. ^ = wrqB. 

Das Gleiche ergiebt sich , wenn die Versuche gleichzeitig gemacht werden. Die 

Vergleiebung von (1« und 2.) giebt daher, in Verbindung mit der eben aus- 

sprochenen Bemerkung, folgenden Satz. 

3. Der Werlh der Erwartung oder objecliven Hoffnung bleibt derselbe, man 

mag eine Summe in einem Versuche wagen , oder auf mehrere gleiche 

vertheilen, wenn die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen in den einzelnen 

Versuchen gleich bleibt. 

Hierher gehört auch die Untersuchung des folgenden Problems. 

28* 
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In einer Urne sind m Kugeln enthalten, mit den Zahlen 1, 2, 3, m 

bezeichnet. Es werden p Kugeln nach einander gezogen und nach der Ziehung 
zusammen in die Urne zurückgelegt. Jede Zahl kann mit einer gewissen Summe 
besetzt werden. Erscheint die besetzte Zahl unter den gezogenen Kugeln, so 
wird die eingesetzte Summe ^mal als reiner Gewinn bezahlt. A will die 
Summe rB wagen. Soll er sie auf mne Zahl setzen, oder auf mehrere Zahlen 
derselben Ziehung vertheilen, so dafs jede Zahl mit B besetzt wird? 

Auch hier sind die beiden oben angeführten FflUe zu untersuchen. 

a. A setzt die Summe rB auf dne Zahl. Er erhalt im günstigen 
Falle qrB. Die Wahrscheinlichkeit, dafs die besetzte Zahl unter p gezoge- 
nen erscheinen werde, ist nach (1. §.5.) ^ ^^i--i — = "• Demnach ist 
der Werth der Erwartung 

4. E = ^•roB. 

m ^ 

b. Die Summe B wird auf r Zahlen vertheilt« Es können daher r, 
oder r— 1, oder r — 2, ...., oder 2, oder 1 von den besetzten Zahlen 
erscheinen. Die Gewinne, welche in diesem Fall erlangt werden, sind rqB^ 
(r—i)qB, (jr — 2)qB, .... 2^Ä, qB. Die Wahrscheinlichkeiten, dafs r, 
r— 1, r — 2, r — 3, .... 3, 2, 1 von den besetzten Zahlen erscheinen wer- 
den, ergeben sich aus (1. §. 5.) und sind der Reihe nach 

pr-2\^i y.r-2i-i(^_y.)p-r+2Hi ^\^i r^-1 (m — r)P-»M , p r(m— r)P-^l-'^ 

Werden diese Werthe mit den zugehörigen Gewinnen verbandtii, so ergiebt 
sich folgender Ausdruck des Werths der Erwartung: 

, (r-l)(r-2) y'-'l-Vw--r)>^+» l-i _ , 

•••• + »• — iT^sfi ;;jR=i 9B+r — j;=j^, — ^hi y«. 

Werden die jedem Gliede gemeinschaftlichen Gröfsen and ferner die FacoltAt 

(m — ry-'i-'= («1— r)(m— r— l)(m— r — 2)....(»i— ;»-fl) 
aasgestorsen, so gehl die Gleichung In folgende Aber: 
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Die in Klammern eingeschlossene Reihe dieses Ausdrucks läfst sich auf fol- 
gende Weise behandeln: 

Hiedurch erhfilt man folgende Gleichung: 

^ = mpM ryÄCm-ir^i-* = ^^ ^,1, ryB. 

Es ist also 

6. E = J^rqB. 

Aus (4. und 6.) ergiebt sich die Gleichheit der Werthe der Erwartung und 
es bestätigt sich der Satz in (3.). 

Die Resultate (4. und 6.) gelten zunächst nur fflr den Fall, wenn r 
kleiner, oder höchstens so grofs als p ist. Sie gelten jedoch auch noch, wenn r 
gröfser als p wird. In diesem Falle können von den besetzten Zahlen höchstens p, 
also entweder p, oder p—i^ oder p — 2, .... 2, 1 gewinnen. Wird nun für 
jeden einzelnen Fall auf die vorhin angegebene Weise der Werth der Er- 
wartung bestimmt, so ergiebt sich für den Gesammtwerth der Erwartung: 

T jp-2|i ^j?r=i (p— -i)y»-[-.-.. 

•••• + T5ir iüppr ^9B+p -;;^, qB. 

Werden die gleichen Factoren ausgeschieden, so erhfilt man 



E=« £^[(r-l)^M+^(r-ir*«-»(m-r) 
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Wird hier die eingeschlossene Reihe nach (5.) behandelt, so ergiebt sich 

7. E = ^rqB. 

Nach (4. 6. and 7.) findet also fär die Rechnung kein Unterschied Statt. Dies 
seheint eine Art von Paradoxon zu sein. Ist namentlich r gröfser als Pf oder 
die Zahl der einfachen Einlagen gröfser als die Zahl der Kugeln, welche in 
einer Ziehung gezogen werden, so können höchstens p Kugeln gewinnen und 
dann kann ^ im glQcklichsten Fall nur p.qB erhalten, während er im glQck- 
lichen Falle eine viel gröfsere Summe r.qB erlangen kann, wenn er die 
Summe rB auf eine einzige Zahl setzt. Dieser Widerspruch hebt sich aber 
dadurch, dafs der Werth der Erwartung den mittlem oder Durchschnittswerth 
fär alle möglichen Gewinne giebt, und dafs dieser Werth einer bestimmten 
Summe gleichkommen kann, ohne dafs die einzelnen Gewinne, durch weldie 
er bedingt ist, zu einer solchen Höhe anwachsen, als es in einem andern Falle 
vorkommen kann. 

Der Satz (3.) ist bekannt, und schon von Lucroix in seiner Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung (§. 75.) bewiesen. Die Sätze (4. 6. und 7.) sind, wie 
man sieht, eine Erweiterung jenes Satzes, und hier aufgestellt, weil sie nicht 
bekannt zu sein scheinen. Gauthier d'Uauteserve hat in seinem ^Traite sur 
les probab. Probl. XVII. pg. 77^^ starke Verstöfse dagegen gemacht, die er ver- 
mieden hätte, wenn er auf den dort erörterten Fall aufmerksamer gewesen 
wäre. Der Werth der Erwartung in Beziehung auf den reinen Gewinn ist fQr 
Jemand, der drei Franken in das Loltospiel setzen will, nach (§. 35. und 40.) 
immer 2,333... Fr., er mag sie auf eine Nummer, oder auf drei Nummern 
derselben Ziehung, oder auf Nummern aus drei verschiedenen Ziehungen setzen ; 
nicht aber, wie G. d'H. meint, im ersten Falle 2,333... Fr., im zweiten 
2,5464... Fr., im dritten gar 2,6001 Fr. Aufserdem scheint in der von G. d'H. 
angegebenen Zahl 2,5464... ein Druck- oder Rechnungsfehler zu sein. 

§. 42. 
Zwei Personen Ji und A^^ von welchen die erste r, die ziveite s 

a h 

Marken hat und deren Hoffnung zu gewinnen , , «= w^ und —r^r = «^2 ist, 

spielen mit einander. Der Verlierende giebt dem Gewinnenden eine Marke 
ab. Das Spiel dauert so lange, bis eine von beiden Personen alle Marken 
gewonnen hat. Wie grofs ist der Werth der Erwartung für Ä und fQr B 
vor dem Anfange des Spiels? 



Der Werth der ErwarUwg des Ai mit durch A ausgedrückt werdea, 
und zwar so, dafs unten rechts an A die Zahl der Marken angeschrieben wird, 
die er besitzt So oft nun ein weiteres Spiel beginnt, kann Ai in demselben 
eine Marke gewinnen , oder verlieren. Im ersten Falle bekommt er eine mehr, 
im zweiten verliert er eine. Demnach ist die Erwartung für Ai^ wenn er 
k Marken besitzt, fflr das nfichste Spiel: 

1. Aj, = WiAt^.-JrW^Ai^t — -^^k^i + ^^^k^i- 

Wäre der Werth für A^^i und A^^i bestimmt, so wäre auch Aj^ gegeben« 
Um diesen Werth zu finden, ist zu bemerken, dafs tür A alle Wechselffille im 
Besitze der Marken von 1 bis r-f'— 1 möglich sind. Der Spieler kann im 
Laufe des Spiels alle möglichen Zahlen von Marken zwischen 1 und r-^-s—i 
besitzen, verlieren und wiedergewinnen, wenn er nur nicht die letzte verloren 
hat. Fflr jeden Besitzstand gilt daher die obige Gleichung. Um den Werth 
von Ai va finden, dient die ZarQckfAhrung auf einfache Pfilie, Zu dem Ende 
mOssen in die Gleichung (1.) allmfliig die Wertbe 1, 3, 3, .... r-^s—i 
statt k gesetzt werden. Dies giebt folgendes Schema: 

Ai = tl^iÄ+W^2-4o9 
Az = Wi^3 + ^2-4i, 

-4s = W^A^-^-WaAi^ 



2. 



-4p = •^l -^p+l -f W^2 ^p-l 9 

Ap^i = WiAp^^-^-u^iAp^ 



-«p+r-2 ^l^p+r-^l-\-^2Ap^r'-i^ 

Ap^r^l = WiAp^r "Jr^iAp^r--^* 

Das Schema ist zurüeklaufetid. Es mflssen daher die Werthe der frähern 
A in den spAtem substituirt werden. Nun ist leicht zu sehen, dafs ii<) = 
ist; denn für den Fall, wo A^ die letzte Marke verliert, ist der Werth seiner 
Erwartung 0. Wird nun der Werth fflr Ai aus der ersten Gleichung in (2.) 
eingeführt, so ergiebt sich: 

A — ^i 4 
i— iCjtr, * 

Diesen Werth in die dritte Gleichung gesetzt, giebt 

JtMx — - j n -^4 • 



w. 
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Durch Forlsetzung dieser Reohnaog eiiiilt nMUi 

A = to,(l— 2u>.tt>,) . 

^* 1— 3 <«,«>,+(«;. w.)* *'^'" 

Ä tt),(l— 3tt>.tt), + (Wtig,)') j 

* ~ 1— 4tc,tc,+3(w.w,)» **' 

. _ w, (1— 4tc. w, +3 (w. tOt)*) I 

* ~ 1— 5t«,w,4-6(w,H>,)*— (i»,io,)* " 

^ W.O — 5tg,«>, + 6(M).M>,)* — (u>. «>« )*) ^ 

' ~ 1— ew.w. + lOltc.tcJ'+^CWiWt)* " 
u. 8. w. Das Fortschreitongsgesetz ist deutlich. Es wird durcii folgende Gleichung 

ausgedrückt : 

/, *-2 , (A— 3)»!-» „ ( fc— 4)»!-^ .,, \ 

^' ^'^ ^ \ im , (A-2)»i-\ ,, (t— 3)^1-^ ; 77 '^*+'' 

Dieses Gesetz giebt den Werth der Erwartung fOr ^i, wenn er k Marken 
besitzt, in Beziehung auf das nächste Spiel. Es läfst sich weiter bennteen, 
um den Werth der Erwartung von A^ fflr sp&tere Spiele darzustellen. Seist 
man nämlich k\\ statt Ar in (3.) und führt den dadurch erhaltenen Werth 
statt ^(+1 in (3.) ein, so ergiebt sich 

1— j-Wi», + — pp (10, «;,)•- i — j5jf (w, »,)•+.... 

Setzt man A; -f 2 statt k in (3.) und führt den erhaltenen Werth statt A^^n in 
(4.) ein, so geht (4.) über in 

,/, *-2 (ft— 3)»l -\ ^, (ik— 4)31- 1 . 

5. Jj = ^ j^-pj 421-1 — (I— i)SFr — ^*+j . 

Führt mui auf diese Weise fort, so ergiebt sich allgemein für den Werth der 
Ervartung von ^i, m Harken zu gewinnen wenn er k Marken hat: 

Diese Gleichung bestimmt den Werth der Erwartung für A^ allgemein; also 
auch in der oben angegebenen Weise* Man hat zu dem Ende r statt k und 9 



A+m< 



r 
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statt M la setMD. Sie bestimmt aaoh den Werlh der Erwartung für At , der 
s Marken hat, r Marken zu gewinnen, wenn s statt k, r statt m, w^ statt Wi 
und B statt A gesetzt wird. Es ist 

Wj^l 1— MJ, M>, + -j^i K Wi) - |3|1 K Wl) + • • • -y 

1 — -!-^| — «>,«>»+ jt|i (w, «>,)*— ^ ^3,^ — («;,»,)•+.... 

Die gefundenen Gleichungen geben andere Ausdrücke, wenn man 
t&i= , ■ und 102= . . setzt und die nöthigen Reductionen macht. Sie 
gehen dann in folgende aber: 

• . _ g(a+ft) j 

Hieraus ergiebt sich durch Fortsetzung der Substitutionen: 

f. . _ o(a*-^+o*-'ft-fo*-»^*-|-....o6*-H**'"') 4 



Nun ist 



««-j-a—iÄ-f a~-='ft»4-....a6— '4-*- = """^'~^' 



Also geht (8.) in 






über. Setzen wir die Substitutionen fort, wie sie in (4., 5. u. s. w) gemacht 
wurden, so ergiebt sich 

u. s. w. Durch ^ weitere Fortsetzung ergiebt sich hieraus für den Spieler A^^ 
der r Marken besitzt, derWerth der Erwartung, die «Marken seines Gegners 
zu gewinnen, 

29 



12. J. = ^^— .J,,, 



13. B^ = ^ . i^ 'Bir 
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Ffir ^2 aber ist der Werth der Erwartuig, r Marken seines Gegners wa er- 
langen , 

11. ^^ — ______ „^^^. 

Haben beide Gegner die gleiche Ansahl von Marken, so ergiebt sich aus 
(10. und 11.), da r = * ist: 

«'• + 6'' 

Sind die Wahrscheinlichkeiten fflr beide Gegner gleich, so ist ans (10. und 11.) 

14, A^ = JT^'^>-^'^ 

15. B, = — ; — •i?,s4... 

Am einfachsten ist es, den Werth der Erwartung auf die Einheit zu beziehen, 
also Ar^, und B^^^ durch die Einheit darzustellen. Dies giebt ans den Glei* 
chungen (12. und 13., 14. und 15.) folgende Vergleichung ffir den Werth der 
Erwartung der beiden Personen: 

16. AriBr = €f.h% 

17. AriBr =s rr*. 

Hat jede Person 6 Marken, ist aber ihre Geschicklichkeit um ^V verschie- 
den, so verhalt sich der Werth der Erwartung beider zu einander nach (16.) wie 

A/.B, = 6^:5« = 46656:15625 
oder nahe wie 3:1. Hat jede 6 Marken und ist ihre Geschicklichkeit um ^ 
verschieden, so ist für den Werth der Erwartung 

A,.B, = 21^:20^ = 85766121:64000000 
oder nahe wie 134:100. Hat jede 12 Marken, unter den nfimlichen Bedin- 
gungen, so ist 

^,:Ä,:21":20^, 

oder beinahe wie 2 zu 1. Man sieht, wie wirksam hier die gröfsere Geschick- 
lichkeit auf den Werth der Erwartung ist. Von den Gleichungen (16. und 17.) 
lassen sich noch weitere Anwendungen machen. Man kann nftmlich leicht die 
Zahl der Marken bei bestimmtem Werlhe der Erwartung und die Wahrschein- 
lichkeiten, oder auch letztere durch erstere bestimmen. 

Die vorstehende Aufgabe ist von Laplace (Recueil ^e Pacademie d. 
Sciences d. Paris p. Tannee 1778 p. 227 n. ff.) durch die Methode dw Gleichun- 
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gen mit endfichen DifferenzeB aafgdöset worden. Im 2ten Bande der ^ Annales 
d. mathem. pores et appliquöes p. J. D. Gergonne pg. 340 u. ff. '' finden sich 
drei Anflösungen : die eine auf elementare Weise , die andere durch die He* 
thode der recurrirenden Reihen , die dritte durch eine lineare Gleichung zwei-- 
ter Ordnung mit endlichen Differenzen , nach der Methode , wie sie Lagrange 
in den ^Hemoires d. Pacad. d. Berlin p. Fannee 1775" gegeben hat. Hiermit ist 
yjjaplaee Theor. d. probab. pg. 405 u. ff." und „Memoires des savans etrangers, 
T. VII. pg. 153" zu vergleichen. 

§. 43. 

Im Vorhergehenden wurde die Ermittelung des Werths der objectiven 
Hoffnung und der damit in Beziehung stehende Vortheil oder Nachtheil gezeigt. 
Wir wollen nun das Verhiltnifs dieses Werthes zu dem Besitze eines Indi- 
viduums erörtern, welches im Begriff steht, sich auf ein Unternehmen einzu- 
lassen, dessen Ausgang nicht mit Sicherheit vorauszusehen ist, und wovon 
Gewinn oder Verlust bestimmter Summen abhangt. 

Der Besitz eines Individuums werde durch K, der zu hoffende Gewinn 
durch Gy die Einlage oder der bevorstehende Verlust durch B und die Wahr- 
scheinlichkeit des Gelingens durch w, die des Mifslingens durch 1 — tr = tri 
bezeichnet. 

Wird die Einlage, wie es gewöhnlich geschieht, vor der Ausführung 
des Unternehmens gemacht, so ist der hiedurch bedingte Besitz des Indivi- 
duums noch K — B. Die Wahrscheinlichkeit, dafs dieser Fall eintreten werde, 
ist Wj und folglich der muthmaafsliche Werth 

üf^ = w^{K—B). 
Gelingt das Unternehmen, so ist der Besitz K — B-\-G. Die Wahrscheinlich- 
keit, dafs es geschehen werde, ist w^ also der muthmaafsliche Werth 

M= w{K-B+G). 
In den einen oder den andern Fall kommt der Unternehmer. Der Werth der 
Erwartung ist demnach 

1. JE? = w,{K~B)^w{K-B + G) = K—B^wG. 
Kommt nun wG, wie in (3. §. 38.) vorausgesetzt wurde, der Einlage gleich, 
so folgt, dafs dann der Besitzstand des Individuums Uednrch nicht verändert 
wird. Es ergiebt sich also hieraus folgender Satz: 

2. Aus dem Werthe der objectiven Hoffiiung ist unter den angefflhrten Be- 
dingungen auf keine Änderung des Besitzstandes eines Individuums zu schtiefsen, 
und er zeigt weder einen Vortheil noch einen Nachtheil an. ErwSgt man aber, 

29» 



dafs in der Regel der zu erwartende Gewinn mit einem Abzöge belastet tot 
und dafs also wG<CB ist, so folgt, dafs jedes Unternehmen, welches unter dieser 
Voraussetzung begonnen wird, als nachtheilig fflr den Besitz eines Individuums 
betrachtet werden mufs und dafs Derjenige, welcher demungeachtet auf ein 
solches Unternehmen eingeht, seinen Besitzstand gefährdet. Nur wenn wG 
gröfser als B ist, wird das Unternehmen vortheilhaft sein. 

Dieselben Resultate ergeben sich, wenn die Einlage nicht vor, sondern 
nach der Entscheidung gemacht und wenn dann nur der reine Gewinn ver- 
abfolgt wird. Im Falle des Mifslingens ist der Besitzsland nach der Entschei- 
dung K—B und der hierdurch bedingte muthmaafsliche Besitz 

ilf, = Wi{K^B). 
Im Fall des Gelingens ist der Besitzstand K-\'R und der muthmaafsliche Besitz 

M = u>{K^R), 
folglich der Werth der Erwartung 

3. Ä = w^{K—B)^w{K-\'R) = K—w^B^wR. 
Diese Gleichung deutetauf keine Änderung im Besitzstande, wenn nach (10. §. 39.) 
ti7i0=2U>il ist, und der in (2.) ausgesprochene Satz bestätigt sich auch hier. 

§. 44. 
Weiter oben wurden die Grundsätze betrachtet, nach welchen der Werth 
der Erwartung ohne Rflcksicht auf die Verhältnisse der Personen , welche sich 
auf Gewinn oder Verlust bringende Unternehmungen einlassen, zu bestimmen 
ist. Dabei wurde hauptsächlich die Forderung gesetzt, dafs \ieaxB Bevorth^ 
lung auf irgend einer Seite Statt finden dQrfe. Sind nun auch die Bedingun- 
gen, unter welchen Unternehmungen begonnen und ausgefQhrt werden, im All- 
gemeinen oder in Racksicht auf äufsere Umstände gleich, so können sie doch 
in Beziehung auf subjective Verhältnisse sehr ungleich sein. Die Ausfflhmng 
eines Unternehmens, bei welchem nicht unbedeutende Summen gewagt werden^ 
kann fär eine Person von vielen Mitteln leicht zu bewerkstelligen sein, wäh- 
rend sie für beschränkte Mittel unthunlich wird. Der Gegenstand selbst bleibt 
hiebei ganz unverändert und der Werth der objectiven Hoffnung ist im Falle 
des Gelingens für die eine wie fär die andere Person derselbe. Anders ver- 
hält es sich, wenn die subjectiven Verhältnisse einer Person in Betracht ge- 
zogen werden.* So kann eine Person, die 1000 Gulden besitzt, leichter eine 
Summe von 10 G. der Gefahr des Verlierens aussetzen, als eine, die nur 
100 G. besitzt. Die 10 G. haben eine ganz andere Bedeutung fflr Jemand 
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« 

der 100, als fttr Jemand der 1000 G. besitzt. Eben so hat die Erwerbung 
der 10 6. eine ganz andere Bedeutung fOr einen Besitzstand von 100, als 
fflr ein Vermögen von 1000 6. 

Wir werden hiednrch auf den Begriff von suhjecther Bedeutung einer 
zu V[agenden Summe ffir den Unternehmer gefflhrt. Wir wollen diesem Be- 
griff den Namen y^SubjecHve Hoffnung '^ geben und deren Werth den y^Werth 
der subfeciwen Hoffhung^' nennen. 

Daniel BernouUi, der zuerst hierauf aufmerksam machte, hat diesen 
Begriff durch Mensura sortis bezeichnet, Laplace (Theor. anal. d. Probab. 
Chap. X.) bat ihn fortune morale, esperanee morale genannt. Besser scheint 
ihn der obige Name zu bezeichnen. 

Um den Werth einer subjectiven Hoffnung zu finden, wird nöthig sein, 
den Besitz einer Person nicht nur mit dem zu befürchtenden Verluste, sondern 
auch den za erwartenden Gewinn mit dem aus dem erhaltenen Gewinne fol- 
genden Besitzstande, zu vergleichen. Aus dem Verhältnifs dieser Zustände wird 
sich die Bedeutung des zu befürchtenden Verlustes und des zu erwartenden 
Gewinnes ergeben. 

Bezeichnet K den Besitz einer Person und B die Summe, um deren 
Verlust oder Gewinn es sich handelt, so drückt 

K 

die Bedeutung der Summe B in Beziehung auf den Besitz der Person, oder 
die Wichtigkeit dieser Summe als Verlust^ und 

B 

die Bedentnng der Summe in Beziehoog auf den durch den Gewinn herbei- 
gefOhrten Besitzstand, oder die Wichtigkeit dieser Summe als Geioinn aus. 
Es ist daher der Werth der subjectiven Hoffnung hinsichtlich des zu befürch- 
tenden Verltutea (T): 

1. T == -^, 

and hiasiohtlich des za erwartenden Gewmnett ( V) : 

B 



2. V 

Dies giebt folgende Vergleichong : 



IT+Ä 



^- '^ »' = X=TfF = Ä+^=^ 
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« 

Die Bedeatung des Verlustes und Gewinns, welche eine nnd dieselbe SumiM 
fflr den Besitzstand einer Person hat, verhSlt sich also an einander, wie der 
durch den Gewinn vergröfserte Besitzsland zu dem ursprflngKchen ; und un- 
gekehrt. Bringt man (3.) auf die Form 

4. T:V = 1: j^^ß = 1 4-^ = 19 

so sieht man, dafs dieselbe Summe, welche verloren oder gewomien werden 
kann, als Verlust eine gröfsere Bedeutung hat, denn als Gewinn, und dafs 
der Gewinn einer Summe den Besitz in geringerem VerhAltnisse steigert, als 
ihr Verlust denselben schwficht. So hat der Verlust von 10 G. fflr einen Bents 
von 100 G. die Bedeutung -j^, und der Gewinn der gleichen Summe die Be- 
deutung •^. 

Hieraus zeigt sich schon, welche Vorsicht bei Anlegung von Summen 
auf Gewinn oder Verlust nöthig ist, da immer der Gewinn fQr das nämliche 
Individuum eine geringere Bedeutung hat, als der Verlust; und wie ungflnstig 
wiederholt erlittene Verluste wirken. Zugleich zeigt sich, wie unklug es ist, 
im Unglücke durch Wiederholung und Steigerung des Einsatzes die froher er- 
littenen Verluste ausgleichen zu wollen, da die Anstrengungen immer un- 
gleicher werden. 

Untersucht man , um Dies naher zu zeigen , den Werth der subjectiven 
Hoffnung nach itmaligem Verluste der Summe B, so findet man aus (3.) fol- 
gende Vergleichung : 

Die Gröfse des Unterschiedes von Verlust und Gewinn ist 

6, V-T:^ <2''+*)*' 



und dieser Unterschied wird immer gröfser, je gröfser n wird. Die Bedeutung 
von Gewinn und Verlust kommt daher in ein immer gröfseres Mifsverhfillnifs. 

Vergleicht man nun den Werth, welchen die nfimliche Summe als Ge- 
winn und Verlust für Personen von verschiedenem Besitze hat^ so ergeben 
sich folgende Vergleichungen : 

8T ' T — — K • K 



r 

r 
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Dtf Ausdruck (7.) zeigt, dafs die Bedentnng der nfimlichen Srnnme als Ge^ 
winn fär Personell von yerschiedeneni Besitze in umgekehrtem Verhältnisse 
des durch den Gewinn veränderten Besitzstandes steht ; der Ausdruck (8.) zeigt, 
dafs die Bedeutung der nSmlichen Summe als Verlust für Personen von ver- 
schiedenem Besitze in umgekehrtem Verhältnisse des ursprünglichen Besitzes 
ist. Für den Bemittelteren hat daher Gewinn und Verlust derselben Summe 
eine geringere Bedeutung, als für den weniger Bemittelten ; und zwar in desto 
geringerem Maafse, je gröfser die ihnen zu Gebote stehenden Mittel sind. Das 
Umgekehrte findet für den Unbemittelteren Statt. Für gleich bemittelte Per- 
sonen hat Gewinn und Verlust die gleiche Bedeutung. Daran knüpft sich die 
wdlere Folgerung^ dafs es am zweckmäfsigsten ist, wenn sich Personen von 
gleidien Mitteln in Gesellschaften zu Erreichung beliebiger Zwecke vereinigen ; 
denn für sie hat Gewinn und Verlust, oder Förderung und Beeinträchtigung 
der gemeinschaftlichen Interessen gleiche Bedeutung, und es ist zu erwarten, 
dafs in so constituirten Gesellschaften der Gemeinsinn stärker und fester her« 
vortreten werde, als in andern von verschiedenen Interessen. 

Soll unter den Bestimmungen (3.) die Bedeutung des Verlustes, den 
Jemand erleiden kann, der Bedeutung des zu erwartenden Gewinnes für einen 
bestimmten Besitz ffleicA sein, so ergiebt sich für die Gröfse des Verlusts: 

Diese Gleichung erhält man, wenn x statt B in (1.) und T= F in (3.) ge- 
setzt wird. Der Gewinn, welcher für einen bestimmten Verlust bei einem 
bestimmten Besitze gleiche Bedeutung hat, ist unter ähnlicher Annahme aus (2.) : 



10. 



■*:— • 



•^ K—ß 

Eben so ergeben sich dieselben Begriffe für wiederholtes Gewinnen und Ver- 
lieren aus (5.)) iiemlich: 

K.B 



11. X 



12. 



£"-f(2»+l)JB» 
K.B 



^ K—{2n-\-i)B 

Im ersten Falle drückt B Gewinn, im zweiten Verlust aus. 

S. 45. 
Jeder bat in seiner PemmäehMt einen bestimmten Besitz, den er 
einem Capitale gleich anschlagen kann, welches nach Verbiltnifs seines Fleifees 



und seiner Talente rentirt. Man kann daher sagen , dafs Niemand absolnt arm 
geboren sei. Bildet er seine Talente ans, steigert er seine Branchbarkeit, und 
dauert er in seinem Fleifse ans, so vermehrt er die ihm hieraus erwachsende 
Rente. Gesellen sich dazu noch andere Mittel des Erwerbs, so wird sich damit 
seine Rente ebenfalls steigern. Gewöhnlich steigert sich der Besitz eines In- 
dividuums allmftlfg. Doch kann es auch schnell geschehen. Tritt dieser Fall 
ein, so Iftfst sich derselbe als eine aus vielen durch auf dnander folgendes Zu- 
sammenwirken entstandene aUmfilige Zunahme betrachten. 

Bezeichnet K den ursprflnglichen Besitz einer Person, der durch An- 
häufen ununterbrochen dauernder, unendlich - kleiner Zunahmen dx zu der 
Summe K-\-x angewachsen ist, so ist die Bedeutung einer solchen Zunahme 
in Beziehung auf den hieraus hervorgegangenen Gewinn nach (3. %. 44.) : 

dx 

JiC+jr ' 

und die Bedeutung sAmmtlicher Zunahmen, oder der Werth der subjectiven 
Hoffnung ist 

Für ar = 0, oder fflr den ursprünglichen Zustand, ist 

C = -logÄ. 
Also ist 

2. F = log(liC + a?)-logi!i: = log^^- 

Betrachten wir auf gleiche Weise die Verminderung des ursprflnglichen Be- 
sitzes K und nehmen an , dafs sich derselbe um x vermindert habe, so ist die 
Bedeutung der allmfiligen Verminderung 

dx 
K — X 

und die Bedeutung des zu fürchtenden Verlustes ist 

Dieses giebt, aus den nämlichen Grflnden wie vorher: 

4. T = log(lS:-a?)-logÄ: = Xoi-^^' 

Bei den meisten Unternehmungen, welche auf die Veränderung des Besitzes 
eines Individuums durch Gewinn oder Verlust einwirken, ist der Erfolg unge- 
wifs und die Anwendung des Calculs wird dadurch bedingt : denn es soll dann 



iüich ihB diä Bedeutnog uiidSclierer VerhAltoisbe geWOrdigt werden. B6i Unter* 
nehmQDgen > wo die Gewirsheit eines Vortheils oder Nachtheils vor Augen liegt, 
ist der Calcal aberHflssig. Ist aber der Erfog ungewifs und die Aussicht 
YOrKanden, dafs sich der ursprflngliche Besitz eines Individuums um die Gröfse G 
im Falle des Gelingens vermehren wird, und ist das Zutreffen dieser Aussicht 
niit der Wahrscheinlichkeit Wi zu erwarten, so ist der Werth der Erwartung 
in diesem Falle, oder der muthmafsliche Werthilf des erhöhten Besitzes: 

5. Jf = wM^^^. 

tl6ht^:das SiMreiBn eiset Veriutes B mit einer Wabrackelnlickkeit B in Aus- 
sicht, so ist die Furcht des verminderten Besitzes, oder der ibHtiunaftdiche 
W«rlh JV 4m vemrinderlM ^sittea: 

6. JV= tCalog — ^ — • 

SiMT .von teiden F Allen wird eintreten. Demnacfa ist der Werth der Mbjec- 
tivei fioUbfUfg H: 

7. Ä = frilog---i-^4"*^2log — 'g'^^ 

Um nun d«n Werth der subjectiven Hoffnung in Beziehung auf den 
Besitz eines Individuums zu erkennen, wird Folgendes dienen: Es ist be- 
kanntlieb, wenn man die obigen Logarithmen in Reihen entwickelt: 
, /. , G\ G G» G» . G* , 

, /. B\ B B* B* B* 

Demnach geht (5.) in 

„ M7.6— tü.Ä 1«, G*+ic,Ä*, w^G*—u).B* 

H — ___g^ ' TP + WT' •• 

ttber. Im voriiegenden Falle giebl & den Zuwachs des Be!ritaeft, eiso den zu 

erwartenden reinen Gewinn. Man kann folglich nach (§. 39.) G = —2— setzen. 
Dadurch geht der obige Ausdruck in folgenden aber: 

Der Werth dieser Reihe wir4 durch die Beschaffes^it von .—• 4.4) ' jfc»fi 

bedingt, wo tVi und W2 so unter einander insammenhangen , dafs Wi'\'W2 = i 
ist und B nicht wohl . grOfser sds 4^ werc^n kaim, wenn nicht Jemand aber 

30 
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frende JBtel so gvbfetea bat, oder aaf CreAt nähr wagt, als sein Besito be«' 

trtgl. Der Werlh von — ^ kann also entweder so grofs, oder kleiner, oder 

gröfser als die Einheit s^int In den beiden ersten Fällen convargirt die Tor- 
stehende Reihe nnd ihr Wertb wird negativ. Im letzten Falle divergirt sie 
und die Werthe des 2ten, 4teo9 6ten^ .... Gliedes in (6.) werden positiv, 
die des 3len, 5ten, Tteni» «... nefstiv. Vergleicht man au dbia 3«te mid 
(2n-f l)te Glied mit einander, so geben beide zusammen, wegen der Diver* 
genz der Reihe, einen negativen Werth. Daraus folgt, dafs in iliesem Falle 
auch der Werth der ganzen Reib)»^ uegaliv mM. DkM BetterboigeA ftiUM 
zu loigenden S^en: 

9. Bei jeder Unternehmung, wo die Summe B gewagt wird« Hl ebeft rei«^ 
nen Gewinn G zu erzielea, findet ein nachtheiliger Einflufs auf den Werth 
der subjectiven Hoffnung Statt; selbst dann, wenn Einlage und Gewinn zu 
einaoder in- rrch%eta VerhtltiHsse stachen. Dieser Nacihlbeil ist sAlriwr, wen 
auf dem reinen Gewinn ein Abzug lastet; wie bei Lotterien, Spielen u. s. w. 

10. Der Nachtheil wfed um so kleiner, je kleiner die zu wagende Summe 
im VerhSltnisse zum Besitze und je günstiger die Aussicht auf Gewinn ist; 
er wird um so gröfser, je gröfser die zu wagende Summe und je un- 
günstiger die Aussicht ist. 

Jedes Spiel, wenn es auch auf ganz richtiger Grundlage beruht, oder 
wenn es auch hinsieiitlieh der objecUven Hoffnuag mit keinem Nachtheil ver- 
bunden sein sollie, übt einen nachtheiligen Einflufs auf den Werth der sub- 
jectiven Hoilhung aus und ist deswegen verwerflich. Am meisten verführen 
hohe Gewinne zum Spiele. Je gröfser der Gewinn, je geringer ist die Wahr* 
scheinlichkeit zu gewinnen und desto gröfser ist der auf dem Gewinne lastende 
Abzug. Gerade in diesem Falle ist der Werth der subjectiven Hoffnung am 
«teilten im Nacbtheih , 

Diese Bem^kungen haben auf ein ganz anderes Resultat geführt, als 
diejenigen in (§. 43.). Geht man von den Logarithmen auf die Grundgröfse 
über, so Iflfst sich die Gleichung (7.) auch so darstellen; 

I 

oder^ wenn ^1^=^-^ uud tr2 = -r gesetzt wird: 



Diese Gleichungen beziehen den Werlh dftr snbjectiven Hoffnung auf die Ein- 
heit Soll er auf den urapranglicben Besite besogen werden, so ist der Aus- 
driick in (11.. und 12.) von dem Netter K zu befreien. Dies giebt 

13. X = (it4- GT' {K^Br^ = >/((lSr+ Gf {K~ ö)0 und 



. . 14. 0? 1== <Ä:+.(G?r'(K~J»)"'/ <: K. 

Laplaee- hat den Stfti (7.) (duich JntegciifafMhoittg. CTheor^ anal. d. {n^obab. 
|ig« 438.nd.484) entwrMkelk. Bier: ist ^er.a«! eine «nftkehe und dabei etwas 
allgemeinere Weise gefunden, die zugleich auf den 8atZ' (10.) ftthrt. 

Specielle FBUe Wgeben sich l^ehf. LälM'sfeh Jemfind mit einem Be- 
stie Ton 800 G. auf ein Unternehmen ein, das ihm bei der Wahrscheiidioh^ 
keit \ eisen Oewinn •oder • Yerlust von 60 6. bringt, so ist der Werth der 
subjectiven Hoffnung 

^ = ^(860- 140) =»» y(3d400) =« 180,78784 . . .• 

Die AnsMirmig detr Untemebmeüs steht «dner Ausgabe yofl*9,lll1Bl.;.. 6. gleicii. 
Ist die Wnhrscheidiehkeit, zu gewinnen |, zu Terlieren |-, und können 30 G. 
gewonnen und 60 verloren werden , so ist der Wei^th der subjectiven Hoffnung 

X = y(23ö'.14Q) = 5^(7406000) = 194,9221 . , ., G. 
Sind die Bediagan^ra umgekehrt, so ist 

X = ^(260. 140*) = y(5096000) == 172,085 . . . . G. 

Ist aber die Wahrscheinlichkeit 60 G. zu gewinnen f , die 60 G. zu verlieren ^, 
so ist der Werth der subjectiven Hofltaung 

X =: y(260^.140) t=^ y(9464000) = 211,52» . . . . G. 

Man sieht, dafs der Werth der subjectiven Hoffnung auch auf Vortheil deuten 
kann. Dies ist aber nur dann der Fall^ wenn ^n^G^ w^B iat Dadurdt 
wird die Bedingung , unter welcher die Sätze (9. und 10.) gelten, aufgehoben. 
Denn sie gelten nu^^ wenit^ari G^^w^iflst. Dia Bedingung^ . dafs WiG^w^B 

Ist, wird aber selten oder gar nicht vorkommen; es mftfste denn Jemand anf 

, • , • •■ ■ 

den Gedanken fallen, sich seines Besitzes auf die eben bezeichnete Weise 
entledigen zu wollen. 
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$. 46. 

Die in dem vorigen Paragraph gefundenen Gleichungen geben dad Mittel, 
die Frage zn entscheiden : Ist es vortheühaft eine Snmme jS^, die im gltnstiges 

Fall bei der Wahrgpbdnlichkeit Wi = — gewonnen nnd im nngQns%en Fall 

bei der Wahrscheinlichkeit W2 = — verloren werden kann, nm deren Besits 

oder Nicht -Bentz ea sieh abo handelt, m ein einzelnea lJiiteniehai<in so wa* 

gern, oder sie auf mehrere (»), mtfer den nimBchett Bediaguigen des GeBngeBf 

und Mifslingens, za vertheüen? 

g 
D^r jedem einzelnen Unternehmen mau weisende Theil »ei x^^—. Die 

auf einmal zn wagende Smnme ist also S^=nx. Um nun die Frage zu b^ 
iintworten, ist nöthig, den Wertb der anbjeetiven Hoffnung. fOr beide. Fälle zn 
ermitteln und unter sich zu vergleichen. 

Setzt man die Summe anf einmal, so hat man die Aussieht, mtweder n x, 
oder Nichts zu erhalten. . D^ Werth der sabjectiven Hoianttg in Rwffrimqg aif 
dpa: Qeßitz K ist demnach.,r wenn iQan die Gleichung (1.) §. 45* vimpit: 



1. H=M^i/-=n^^ — 

J K-fnx 

Vertheilt man die Summe S=nx auf n Falle, so können entweder alle, oder 
n— 1, oder n — 2, .... 3, 2, 1 günstig sein. Man kann abo entweder n, 
oder n— 1, oder n — 2^ ...., oder Imal die Summe x, oder Nichts erhalten. 

• ■ * 

Die Wahrscheinlichkeiten, diese Gewinne zu erlangen, sind 

Hieraus ergiebt sich, auf dieselbe Weise wie in (1.), für den Werth der sub- 
jectiven Hoffnung in den aufgezählten Fällen: 

J K-fnx ' *. J iC-f(« — i)x ' V"' * J K-)-{u — 2)x ' 

I • • . 

< • ■ 

oder^, anders ausgedrOckt: 
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Der Werth ifer ui des Klammeni (Nr^2.) eiiigMicfalM^MeD: Reihe ist offenbar 
Ifrftfser ab (tritl^crOT^^al, folglich ist aaöh der Wertb von (2.) grjDber als 
der von (!.)• Dasselbe hatte sidi eigeben, weoa man die AasdrOcke (5. und 6. 
$. 45.) an Grund gelegt hAtte. Fttr diesm Fall ist der Werlh der subjectiven 
Hoffnung in Beziehung auf den Besitz K: 

3. II =>9 Wi\og{^K-\-nx) und 

4. Jtf =± irrlog(lif+«4?)-f «ii^r^tiT2log(K-f (»— 1)0?) 

+ " „,jM,«-«log(Ä:+2x) + mr,tr,-»log(Ä:+*). 

Werken , die >4^sd]rflck# (3. und 4.) in Reihen entwickelt, summirt und ver- 
glichen, so ergiebt siph auf gleiche Weise.^ dafs der Werth von (4.) gröfser als 
der von (3.) ist. Es ist einleuchtend^ dafs der Werth von (2.) den von (1.) 
um so mdir abertrifft, je gröfser n ist. Dies rechtfertigt folgende Behauptung: 

5^ ' Des Werth der mbjectiven HoÜMi&g ist grdfter, weun eine zu wagende 
SHHue auf mehrtoe Edle vertheilt, als wenn sie aqf einen einzigen ge* 
wagt wird; vorausgesetzt, dafs nach de|i obigen Bedingaiigen die W|ihr* 
scheinlichkeit des Gelingens im ^nzelnen Falle unverändert dieselbe bleibt. 

4w Der Werth der /lubjectiveii Hoffiinng ist un) po gr/&fser? Je gröfser die 
^DzaU der F<dl« j^t^ auf welche ; d|e zu wagende S^n^e verllieilt wirf 

Es ist demnadi rathaam, grolsa Ssnuiieii nicht auf einmal zu wagen^ 
uftdaeinw Besitn nicht pfuf, einen Punet zu coneentrir^n^ Ein Speculant wird 
ea vprsDziebep bab^, '«einen Besitz, oder einen grofsen Theil davon, nicht auf 
einmal auf S.Spiel w setzen, sondern nach einander, oder gleichzeitig, auf ver^ 
aoMedepe Weise. . . 

'Weae ReanlMte nntersoheiden siclk wieder wesentlich von denen in 
($.41.). Der Werth der oi^Vi:/JMiifi(^Simagke«Ui keinen Unterschied. 

• ' Ei lälM eidi ndn äuak. die Frage entßdieide», ob ea rathMni sei, in 
A8seeaMHiz**GeäellacrfiafkcD u treten, nm steh durch eine bestimmte Einlage 
gegen künftigen Schaden «u sichern. 

Ist K der fiesftz eher Person, wefche die Summe i9 sicher geifiinnen 
kann, wenn ete sich dwck EinzaUang der Summe B in eine Yersichernngs- 
gea^Uaebeft gegw m^gtiehen Schaden schflt^t, sq ist der kOnftigie sichere Bj^sitfs 



Ist di> Ausdiohl vorb«iMlM, ^ Sumtoe i9 mi dw.Wilir8cteialfehltail.iPi m 
gewinnen und mit der Wabrscbeiiliohkeit 1 -*t* Uf i = 11^2 2a yerliem, bo ist der 
Werth der subjectiven HeAinnf nach (7. und 6. §. 45.) 

oder, nach (10. §. 45.), 

3. H = logK-\'(wi — W2)j^ — {wx-\'fV2)-^'{-{Wi — W2)jjp— 

Der Werlh von (1.), durch Logarithmen au sgedrflckt, ist 

4. ifi = logÄ-f-— j^ : 2K*) » — 3lF 

Wird der Werth von B nach der Gefahr, die zu versichernde Summe jS^ zu 
verlieren, bestimmt, so ist nach (3. §. 3d.) B=^W2S. Wird dieser Werth 
statt B in (4.) gesetzt^ so geht dieser Ausdruck aber in 

5. ifi = *^«^T-5^ — ^^ + -33p — 



• • • 



Der Werth von (5.) ist offenbar grdfl»er ab der von (3.). Bi xeigt sich also, 
dafe der Eintiltt in Versiehemgfsgesellsdialten cum Sehntie gefen Möglichen 
Schaden vortMtksft ist. 

S. 47. 
So wie der Werth der subjediren Hoflhung in Beziehung auf Indivi- 
di;en ermittelt wurde , kann er auch in Beziehnng auf Versiclierangsgesell- 
sehaften, den T%eilttehm«ra gegenSber^ vntersocht werde«. 

Das Vermögen einer Gesellschaft sei JC, die zu versicbenide Sntbme 18; 
Wi die Wahrscheinlichkeit , dafs das Unternehmen gMekKch ansftille, oder At 
Einlage zu behalten, W2^=^i — Wi die entgegengesetzte, oder die, dal!^ das 
Unternehmen mifslinge und die Summe ausgezahlt werden mfisse. 'Die Binlage, 
Weklie derBinkSafer der Gesellsohaft zu saUeo^liat^ BelO:t;sam2Si MUch dem 
Maafse der objectiven HoAniag (ä. '§.38.). i ^ 

Endet das Unterniahmen ffOnstig, so komm* 'dicfifeseyacbafk in; den Be- 
sitz K'\*B^K+fit2S. Endet es «ngtostig, «0 hat sie die SwmßS m 
zahlen und ihr Besitz wird B—(S—B)^.K^(S^^^By:^K-^m^^ 
DeiiBi|u>h ist der Werth der $iibj<^ven. Haifinnc fflr die Gesellschaft 

Nun ist unter diesen Voraussetzungen , nach (II. ^. 45^, der -Werth def aidi- 
]#ctiven Hoffnung kleiner als der ursprQngliche Besitz. Soll daher eine Gesell- 



sehtft nkkl mttiAkomm^ü^ so mnh dieser Unterschied zu der ohw bezeich- 
Mtea Binh^e, welche dweb die objecttve fioffoung bedingt wird, eqfgebobep 
werden. Nennt man diesen Zuschufs D, so ist 

Hierans ergiebt sieb fflr die Gröfse delsi EinliBttfispreises Mt 

2. ilf = JB+J? = w^S-^K-iK-^-w^Sr'iK—w.Sr^ 

Entwickelt man das Product rechts in der Gleichung (1.) in Logarithmen nnd 
yergleicbt das Resultat der Entwicklung mit logX^ so findet sich 

— logÄ 2Ä* + ^IP ' TP + ••• 

Daraus folgt, daft sieh ißv Werth von (K-^-w^S)"^^ (^K — w^S)""' der Gröfse K 
um so mehr nShert^ je rtirker dte Reihe (3.) converglrt. Die Convergenz von (3.) 
ist bei unverAndertem Wi und lOs um so grOfser, je gröfser K im YerhSltnisse 
zu Sf ist: Je naher aber der W^rth von (IC-f- w^ S)"^' ( JST— w^ S)""* der Gröfse K 
Hegl^ i^tüb kleiner wird D in {t.} eefs. iHes ffthrt feu folgeadem SaUie: 

4 Bine GeseHaehaft kami nn M^ leichter dki Yel^iohemiig einer Svmape 
flbernehmen^ je ^Ofser ihr Besitz im VerhAltnifs zu der yersicherten 
Summe, oder je kletner di^ yersicbefte Summe ist. 

5. Der Einkaufspreis, welchen eine Gesellschaft fordert, kann um so nie- 
driger gestellt werden , Je gröfser der Besitz der Versicherungsbank ist. 

Ffir Jeden, der eine bestimmte Summe versichern will, ist es daher yor- 
theilhafl, mit einer Gesellschaft von nicht geringen Mitteln in Verbindung zu treten. 

Keine Gesellschaft wird eine Versicherung ohne Aussicht auf Gewinn 
oder Lohn für ihre Mflbe flbernehmen. Macht sie denselben von bestimmten 
Procepten iO^p} der zu versicberoden Summe jS^ abhfingig, so ist der Ein- 
kaufspreis sammt diesen Procenten: 

Die Summe 20 000 z. B. soll bei eider Geseilschaft, die ein Vermögen von 
100000 G. besitzt, versichert werden. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unter- 
nehmen glflcklich ausfällt ^ ist |. Nach (2.) ist die Gröfse des Einkaufspreises 

M ^ 100000 -y99ÖO0<)OÖOO-fl()OÖO =10502- ' 
R^tte dif^GeaelMiptft ei« Yfrnögen yoi|2Q00p0 &, so wfire der Prei» nA^(90 
109151,:. . ., . 
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Endlieb kann man fragen, ob es vordieiUiafter mi^ dich^it Aadem xa 
verbinden, nm eine Samme zu wagen, oder ob besäte, allein uMtfouAe TbeOa 
dieser Summe einzusetzen. 

n Personen treten zu einer gem^scbaftlichen Unteraebmnng zusam- 
men. Jede giebt das Capital K her, so dafs das Gesamintq^ntal nJ^.isL, Die 
Summe j9 kann mit der Wahrscheinlichkeit ir^ gewonnen und mit W2=^i — Wi 
verloren werden. Wie grofs ist der Werth der subjectiven Hoffnung ffir den 
Einzelnen? . ^ 

Aus (13. §. 45.) ergiebt sich fflr den Werth äer subjectiven Hoffnung 
in Beziehung auf das Gesammt- Capital: 

und hieraus folgt für jeden einzelnen Theilnehmer 



7« lli- 



n ff^tJu"^ 



c^+m^-Tr- 



Der Werth der subjectiven Hoffiäung ^iner Person , die mit eineah Copitale M 

S 
die Summe — nnter den nimlMkra BeAngnnge» gewitinen oder verlieren 

kann , ist 



8, n = (ir+|)-(K_lr. 



• • • 



Es :ist a]6o zwischen {7. und 8.) kein Unterschied, und die Verbindung mit 
mehreren Personen zur Ausführung eines gemeinschaftliehen Unternehmais hat 
weder Vortheil noch Nachtheil. 

Das Zusammentreten zu Gesellschaften kann aber dann einen enischie* 
denen Vortheil haben, wenn die Mittel des Einzelnen zur AtisfAhruttg eines 
Unternehmeps nicht hinreichen. Reichen sie hin, so kann es aus ändern leicht 
begreiflichen Gründen vorlheilhaft sein , nicht einJBr Gesetls^Hah beizutreten^ 
sondern das Unternehmen allein auszufahren. * * < . : r -^ . • . . 
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§. 48. 
, Hierher gehört endlich ein Problem« welches Nicotaus BernoulU in 
einem mSfonimort gerichteten Briefe vom 9ten Sept. 1713 aufstellte, der in 
Monim. Essai d'anal. s. 1. jeux d. l&az. 11 ed. Par. 1704 p^. 401 abgedruckt isL 
Es hat die Aufmerksamkeit der Mathematiker erregt. Dan. Bernoutü (Comment. 
Academ. scient. imperial, petropolit. 1^. T ad annos 1790 et l78fpg. 181 ie^qv 
specim. theoriae novae d. mensura sortis), Kramer (a*a. 0. pg. 189), Laplätk 
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Ml 

(Theor. anal .d. probab. pg. 889 9"' M.}^ Laoroiw (Wafarsckeiiilicbkdls^ 
Rechauttg §..76«) haben es bebaodlatt. JSa ist aaoh unter. dem NaneB ^Das 
Petersbarger ProUem'' bekannt (^Lacr. a. a. 0.>. IhMsdbe wird gcfeatwArtig 
mMer folgender Fenn gegeben. 

A und B spielen mit einander. A wirf! eine Mflnae in ^e HAhe^ die mit 
Kopf und Wappen bezeicAaet ist und «hit an.A zweimal eine bestimmte Einlage, 
wenn das Wappen beim ersten Wurfe, viermal wenn es beim zweiten, achtmal 
wenn es beim dritten Wurfe fftllt o. s. w. Welches i$t der Werth der Erwar- 
tang für Bf oder wie viel hat er einiulegen^ wenn er das fäpic»! i^nebmen will? 
Die Form des Problems, unter welcher JV. Berfumlli es a. a. 0. gab^ ist fqlgende: 

IV. ProbI, A promet de donner un ecu a B, si avec un de «rdinaire 
i| amene au premier cpup alz points; deux ecus, s'il amene }e>svc au secpnd, 
lro|s,ecvs, s'il amen^ ce ppint au trovieme, et ainsi da sqjte. ,0n demande: 
qfielie est Tesperan^e de fi. 

y. ProbL On demande la möme chose, si A pomet kB, de lui dünner 

des ecus en cette progression 1, 2, 4, 8, 16, ou 1, 3, 9, 27, 

ou 1, 4, 9, 16, . ^ . . on 1, 8, 27, 64, au lieu de 1, 2, 3, 4, , comme 

auparavant. 

Die Aufgabe ist nach unserer Ansicht unbestimmt und daher in dieser 
Form unzulAssig, denn sie hat keine bestimmte Bedeutung; wie es bei einer richtig 
gestellten Angabe immer der Fall sein mufs. Es findet eine doppelte Unbe- 
stimmtheit Statt, denn es ist nicht angegeben, wie lange das Spiel dauern soll, 
und nicht angegeben, in welchem Zusammenhange die einzelnen FfiUe unter- 
einander stehen. Wie soll aber der Calcul an eine unbestimmte Aufgabe ge- 
legt werden? und wer wird sich in ein Spiel einlassen, dessen Ende unbe- 
stimmt ist. 

Um diese Frage zu behandeln, ist es nöthig, ihr, dem eben Gesagten 
gemafs, einen bestimmten Inhalt zu geben. Wir entnehmen folgende verschie- 
dene Bedeutungen aus ihr: 

d) A und B spielen mit einander. Eine Münze wird nmal in die Höhe 
geworfen. B erhfilt zwei Stocke einer Mfinze, wenn das Wappen gerade 

« 

beim ersten, vier wenn es gerade beim zweiten, acht wenn es gerade beim 
(dritten Wurfe u. s. w. , 2" Siflcke wenn es gerade beim itten Wurfe fällt. Das 
Wappen darf nur einmal fallen. Welches ist der Werth der Erwartung? 

6i) A und B spielen auf den Wurf einer Mauze. B erhält zwei Stficke, 
wenn das Wappen gerade beim ersten, vier wenn es gerade behn zweiten, 
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acht wenn es gerade beim dritten Wurfe MK il s. w. So oft das Wappea 
filit) wird ihm die Samme aller zogeordnetoB StQcke eingehilDdlgt. n Wflrfe 
werdea geasacbk Welches ist der Werth der Erwartung für B? 

c) A und B spielen auf den Wurf einer MAnae. B erhält zwm StAdu^ 
wenn das Wappen beim ersten, vier wenn es beim zweiten Wurfe ftllt u. s. w., 
I» WArfe werden ansbednngen. Das Spiel endet, wenn das Wappen gefalleB 
ist. Welches ist der Werth der Erwartung fftr B. 

Auflösung der ersten Aufgabe. 
Nach dem Sinne dieser Aufgabe werden n WArfe (nicht mehr, mAt 
weniger) gemacht, n gAnstige Fälle sind f Ar B möglich. Entweder IMIt das 
Wappen gerade beim ersten, oder gerade beim zweiten n. s. f., oder gerade 
beim nten Wurfe. Hiebei wird vorausgesetzt, dafli das Wappen weder bei 
einem firAhem , noch bei einem spfitern Wurfe fallen werde. Ist nun die Wafar^ 
scheinlichkeit, dafs das Wappen beim einzelnen Wurfe fallen werde , | , so ist 

die Wahrscheinlichkeit für jeden von den genannten gflnstigen FAlIen k;^ und 

der Werth der Erwartung ergiebt sich, wenn der Satz (2. $. 35.) auf jeden 
einzelnen Fall angewendet wird und die erhaltenen Werthe zusammengezählt 
werden. Wird der Werth des zu erhaltenden Silberstücl^s durch G ange- 
deutet, so ist der Werth der Erwartung 



Auflösung der zweiten Aufgabe. 
Es werden n Würfe gemacht und folgende Ffllle können eintreten. 
Das Wappen fällt nmal, oder (it— l)mal und der Kopf Imal, oder (ii — 2)mal 
und der Kopf 2mal u. s. w., oder Imal und der Kopf (n— l)mal. 

4 

ä) Das Wappen fällt nmal. Die Wahrscheinlichkeit hiefAr iai ^. In 

diesem FaUe ist der Gewinn (2 + 2' + 2' + . • . • 2") C = (2"+* — 2) G. Der 
Werth der Erwartung ist 

^i == — 1^ — ^ = «ö^— ■g;Tr* 

h) Das Wappen fällt (n— l)mal und der Kopf einmal. Letzteres kann 
beim ersten, zweiten oder dritten Wurfe u. s. w. geschehen. Die Gewinne 
fehlen der Reihe nach einmal. Die Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen 
der einzelnen Fälle sind gleich, und tt^* Demnach ist der Werth der Erwartung 



e) Das W«pp«B ftUt (tt-~3)ani and dor Kopf zweioML Die Waiir- 

scb^nlichkeiten sind auch hiefflr ^^ • Je zwei Gewinne fehlen. Es kommt daher 

jeder Gewinn so oft vor, als sich zwei Gewinne in n — 1 Fflcher vertheilep 
lassen. Danach ist der Werth der Erwartung 

^ =" 2^ pli V'* — ^^ = 1511 ^^ i2ll 2^^' 

Wird diese ScUuTs weise weiter fortgesetzt, so ergiebt sich folgende Zasam- 
menstdlong: 

"'L2"-* ~» 2'*-^^ "* 1^*2*-* T • • • • 2'^*J' 

Redncirt man das in diesen Reihen enthaltene Binomium, so ergiebt sich für 
den Werth der Erwartung 

2. £? = (2-— 1)C 

Diese Aufgabe Iflfst sich auch auf nachstehende ganz einfache Weise lösen, 
wenn folgende, mit ihr gleich geltende Aufgabe tin ihre Stelle gesetzt wird. 

B spielt mit n Personen, und zwar mit jeder besonders. Mit Ji^ unter 
der Bedingung, zwei StQcke {2G) zu erhalten, wenn das Wappen fällt, von 
A2 vier, von A^ acht u. s. w. B wirft eine MOnze für jede Person, also 
nmal in die Höbe; der erste Wurf gilt fär ui|, der zweite fflr A2 u. s. w. 
Ehe das Spiel beginnt, soll jeder seine Einlage aussetzen und B die seinige 
ihr entgegen. Wie viel hat jeder Theiinehmer und wie viel hat B Allen zu- 
sammen entgegen zu setzen? 

Die Wahrscheinlichkeit, im einzelnen Falle zu gewinnen, ist j^, wenn 
ein Theiinehmer zum Spiele gebmgt ist Das Gelangen zum Spiele unterliegt 
keinen Zweifel. Die Gröfse der Einlage findet sich nach (2. $. 25.). Alle 
Theiinehmer zusammen machen daher die Einlage 

3. JE?= ^(2C+2'€f+2^e-f-2*Ö+....2-«) = (2»— 1)C, 

Die gleiche Einlage kat B entgegenBUstellen. Sie kommt mit dem Wertbe seiner 
Erwartnng ftberein. ^Die Gleichnngra (2. nnd 3.) geben rinerlei Resultat. 

Auflösung der dritten Aufgabe. 
Nach den Bedingungen der dritten Aul^be kann nur einmal gewonnen 
werden, und zwar entweder im Iten, oder im 2ten, oder 3ten Wurfe n. s. w. 
Die Wabrsebeinlichkelt , In einem beHhtnmten Wurfe zu gewinnen , setzt vor-^ 
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ausV daft in keinteni der ^rhdrgebendm gewonnen woHe. Die zugehörigen 
WabrscheinlichkeUen sHid: 

* ± JL ± * 

T' 2*' 2»' 2*' • • ' • 2^* ' 

Hieraus ergiebt sieb leicbt nach (2. §. 35) für den Werth der Erwartung für B: 

"*• ^ — -y- T "2*" ' T^ "• "2^ — 

Die Probleme (a, b, c) gelten, wenn Wi = W2^=^^ ist. Sie lassen sich leicht 
ins Allgemeine und auf den Fall ausdehnen, wenn tr^=l — 1/^2 i^t Es er- 
gebejn sich dann aus (1., 2. und 4.) folgende Ausdrfleke: 

Hier haben G^^ G^^ G^^ G^ ganz wiUkürliche Werthe. 

Diese Erörterungen werden gezeigt haben, inwiefern das von iV. Bern. 
aufgestellte Problem unbestimmt und unzulfifsUch genannt werden kann* Drei 
Falle wurden aus ihm abgeleistet., deren jeder einen bestimmten Inhalt und Be- 
deutung hatte. Welches ist nun der richtige? Keine Bemerkung ist im Probleme 
enthalten, woraus sich dies entscheiden liefse. Bern, selbst hat keine Auflösung 
gegeben, woraus es gefolgert werden könnte. Vielleicht hat er den Fall (c) 
im Auge gehabt. Danach hat wenigstens Kramer a. a. 0. die Aufgabe behan- 
deln zu müssen geglaubt; er liefs jedoch die Beschränkung auf eine bestimmte 
Zahl von Versuchen aufser Acht. Da er jedoch die Nothwendigkeit davon 
fühlte', so wollte er die Vorfrage erörtern , nach welchem Versuche das Spiel 
geendet sein wilrde, übersah aber dabei den Begriff und Zweck der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, welche die Frage nie zur Entscheidung bringen kann. 
Er nahm für die wahrscheinliche Dauer des Spieles 24 Würfe an. Dieser An- 
nahme, die ganz willkflrlich ist, könnte die Laune des Zufalls mit Erfolg spotten. 
Zudem pafst die Annahme nur für den besonctern Fall (4.) , nicht für den all- 
gemeineii (7.). Dan. Bern, nimmt die Zahl def Würfe unendlich grofs an. 
hi^ AvA auelk Laplace , bmerkt jedoeh^ dafaNieMmd vos einiger Überlegung 
eine auch nur müfsige Summe in einem solchen Spiele wagM und die RoHe 
des Gebers übernehmen werde. Alle, welche die Aufgabe bebandelten, fanden 
Ungereimtes in ihr, und wohl nur aus dem Grunde, weil es in ihr liegt. Die 
Unbestimmtheit f^ljt weg, wenn mun die Bemerkungen X.a, b, f) beachtet« 
Nimmt man die ^ahl der Würfe in («) sehr gr^b, oder gar unendlich grofa 




an, so mflfste der Spifikr B 3376^^ erhalftW) wenn er gerade im 15teB^ 
65536 6, wenn er gODiide im 16^en Wurfe gewAnne u^ s. w. WAre die Zahl 
der Wdrfe unbegrenzt, 8q wAre n = oo und der Wertb der Erwartung oder 
die Einlage von B wAre 

8. E = ooG, 

aber Niemand könnte eine unendlich grofse Summe als Einlage bieten. 

Diese Bemerkungen gelten nicht blofs voii der objectiv&n, sondern auch von 
der suhjectiven Hoffnung. Man l)etrachte zuerst den Werth der subjectiven Hoff- 
nung von A (dem Gegner von B) far den Fall wo n Würfe gemacht werden. 

Um diesen Wertb zu finden, ist zu bemerken, da£s die Einlage, welche 
B zu machen hat, dem Werthe seiner objectiven Hoffnung. nG gleichkommt. 
Der hieraus sich ergebende Besitz von Ä ist K-\'nG. Wird nun geworfen, 
so kann A im ersten , zweiten oder dritten Wurfe u. s. w. , oder auch gar 
nicht verlieren. Danach ist der Werth der subjectiven Hoffnung 

U H^{K-20f{K—2''Gf\K—2^Gf.. . {K^2''Gf^(K^nGf. 

Die Aufgabe hat also einen Sinn, so lange K — 2^G^0 ist. Wird dagegen 
K—2^G eine negative Gröfse, so ist der Werth von (9.) imaginär, denn 

ist in diesem Fall imaginAr uiul die Aufgehe ist ungereimt. Aus (9.) zeigt 
sich, dafa das Spiel für A unter jeder Bedingrag jaaohftheilig und bei unendlich 
gre&em n, oder bcA unkeetinaiter Fortset WBg, unoiögliah ist. Das Spid ist um 
80. weniger, naehtheilig, je kleiner ti isL Se ist der Werih der subjectiven Hoff** 
nnng ftr A, wein n^l, £ » 100 ist, H ^ 99,4887. . .; fflr » =» 8 ist 
11^98,476... 

Der Werth der subjectiven Hoffnung f Ar ^ ist, wenn er die Einlage n^ 
gentacht hat, da er entweder im ersten, oder zweiten, oder dritten u. s. w«, 
oder «ri^ Wurfe, oder aoeh gar niofat gewiaoen kann: 

10. H = (K—nGi-2Gf{K-nG-2''Gf. . . . {K-nG'\-2''G)^{K^nGy 

^ «(i^ü^sf (t-^e/....(t- ^*f 0- ^f . 

Vergleicbt man tXt* die Werthe zweier Nachbargiieder, so findet sich 
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Werden beMe in die 2*"^^ Potens erhoben, so er^ebl (rfeh 

= iK-nG)'-\^2iK-nG)2^G+2'^G^:K-nG+2^^'G, 

und es zeigt sich, dafs die Werthe der Glieder abnehmen. Der Werlh von 

(10.) ist so lange möglich, als 1~^^0 i^^* Yfiri ^I>l9 so liegt in 
d^r Aufgabe eine Unmöglichkeit. 

Berechnet man in (10.) den Werth der subjectiven. Hoffnung für B, 
so findet sich, wenn £^=100 und n = l ist, lf= 99,995 .«•; fQr n = 2 
ist H = 99,9900 . . . ; für n = 3 ist IT = 99,9753 .... Man sieht hieraas, 
dafs unter gleichen Bedingungen dies Spiel für den Bankhalter viel nachthei- 
liger ist, als für den Spieler. 

Mit diesen Erörterungen stimmen theilweise die Bemerkungen flberein, 
welche Fries in seiner Critik der Principien der Wahrscheinlichkeits - Rech- 
nung (Braunschweig 1842) macht. Doch dOrften die von ihm aufgestellten 
Behauptungen nicht allgemein und Aberali gelten; denn sonst wflrden die näm- 
liehen Bemerkungen auch gegen den Begriff der mathematischen Hoffnung ge- 
richtet werden können. Aus ihr können zuletzt auch nur leitende Rathschlige 
gegeben werden, und es ist auch hier zu merken, dafs zu weit geführte Schlüsse 
nicht immer das Richtige geben. 

Bemerkung lu $. 8. 
Die in diesem Paragraph mitgetheihen Formeln (tit die Summen dar 
Verbindungen mit und ohne Wiederholongen aw jeder Art von Elementen, 
welche in der angefahrten Schrift entwickelt sind, beruhen zun Theil seihet 
wieder auf der Darstellung der Summen - AnsdrAcke fflr die Verbindungen ans 
den Elementen 1,2,3, g. Für diese ist daher eine unabhtagige Dar- 
stellung nöthig. Eine solche ist, aufser den angegebenen, schon in meinem 
Differenzen -Galcul S. 324 u. ff. gegeben, die sich ganz besonders zur koch- 
ten Darstellung der erforderlichen Summen -AusdrAcke eignet* Da sie dort in 
einer nicht ganz zweckmäfsigen Form gegeben ist, so stellen wir sie unter 
folgender zweckmAfsigeren auf: 

1. ÄC'(1, 2, • . . . qT-j^P\^(^-]rV)i jiji^ jspi pn • • • • pr+m) • 

Hiebei ist zu bemerken , da& die Versetsongen mit Wiederhobingen. znr Snmine 
(jn ~f (/) in der yten Classe aus den angedeuteten FacnltAten , deren Exponen- 
ten als Elemente dienen, gebildet werden müssen« Die vorliegende Aufgabe 
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scheiit eine enbesliaHite su sein, ist es aber oicht, wenn iqan den in 32. S. 28 
der Comb. Lehre aufgestellten Satz in Anwendung bringt, dann die Versetzun- 
gen mit Wiederholungen zu einer bestimmten Summe auf die Verbindungen 
mit Wiederholungen zu verschiedenen Summen zurückfahrt und die Anzahl der 
Versetzungen, wie oft die fraglichen Wiederholungen vorkommen sollen, angiebt. 
Die hiedarcb nöthig werdendeq Untersuchungen und Veränderungen fahren zu 
folgendem entwickelten, ganz allgemeinen Ausdruck; 

2. SC'(i,2,....qr 



17 |3|i/|211\m— 2 y^ |m-2|l 



+ ^-"1-* 



1 



sind die Verbindungen mit Wiederholungen zur Iten, 2ten, 3len, .... 
mten Classe aus den Elementen 7^, pj, |^, .... .^^^^i nöthig; der Reihe 

nach zur Summe m-f-l^ ^»^-{-^^ ^^~f^) ***• ^^* Kommt eine FacultSt mt 
dem nftmlichen Exponenten mehreremal vor, so mufs dies bei dem Aufzähle* 
der Anzahl der Versetzungen in Rechnung gebracht werdea Dies ist durcl 
das Zeichen (X) geschehen. Setzt man nun der Reihe nach 1, 2, 3, .. .]. 
statt rn in (2.), so hat man^ ohne alle schwierige Rechnung oder grofseVorX 
bereitung, folgende Ausdrflcke: 

S€'(i,2,9 y)»=:£i-f.}(y_i)]^, 
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3. 



II. s. w. / oder in einer andern Entwicklung : 
SC'(l,2,3,....^/=-2 



2|1 



4.^ 



SC'(l,2,3,....yy 






ÄC (l,2,3v-9) — ■i5ir"i4fri 



SC'(l,2,3,....y)' 



135g^+Ig607*+8150iy»+840^*-23457*+5407»-H04<y-144 (f 1 



1«H2» 



l«|i 



Wir (heilen jetzt folgenden, ffir die Summirung der Verbindungen mit 
und ohne Wiederholungen wichtigen Sats mit, dei* sich aus der Vergleichung 
der in meinen „Forschungen in der Analytis" aufgefundenen, hierhergehörten 
Gleichungen ergiebt, und der sich aufserdem auch auf eine ganz einfache Art 
beweisen Isfst. Es ist nflmlich 

ö. SC(i, 2, 3, ... . 9— ir = SC\U 2» 3, ... . y)" , 
wenn auf der einen Seite (—9) statt (-f 9) gesetzt wird. Dieser Satz bezieht 

* 

"sich nicht etwa auf die Ableitung . oder Entwicklang der Verbindungen, son- 
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4em Mf die fQr aie gi^MdMen Sium&^iLrAusdrlloke, und ist reeiprok« Er hat 
folgende Bedeotang : 

6. bt der Sominen- Ausdruck für die Verbindungen «lit Wiederholungen 
aus q Elementen am irgeod einer Chis9e gefunden, so ergiebt sich derje- 
nige für die Verfchidungen ohne Wiederholungen aus (y*— l)Eieo9ert:ea zur 
nämlichen Classe, wenn darin (—9) statt (-f ^) gesetzt wird; und ujngekehrb 

7. Ist der Summen - Ausdruck fflr die^ Verbindungen ohrie Wiederholungen 

, ' • • 

aus (q — i) Elementen 2u irgend einer Classe gefunden, so ergiebt sich 
der Ausdruck für die Verbindungen mit Wiederholungen aus q Elementen 
2Dr nimliehen Chsse, wenn d^iän i*-q) statt (4-f) gesetzt wird. 

Biennacb.ist es qnr nöthig, den Summen- Ausdruck für die eine Art 

' • * ■ 

dieser Verbindungen aufzusuchen, weil dadurch zugleich der fQr die andere 
Art gegeben ist. Wenden wir das Cesagte auf die. in (8. und 4.) gefundenen 
Ausdrflcke an» so. findet sich: 

'sC(U2,....q-iy = 



8. 






SC{l,2,.,..q-iy=[l-2(q+l) + ^-^ 

sc(i,2,....^-i)»i=c-.i+v'(f+n-4(f+i)^HA(f+i)n'&-, 



• • 



• f 



• • 



(sc(ix-'-f^iy=i 



ai-i 

55ir» 



flj|-i 



9. i 






\: 



^ a 



SC(1,2,. ...y— 1)* 
«C(l,2,,...f~l)' 



'^. WW TT» ., 

16 : i«i» ' 



Diese Gleichoogen bubeii eine yieh^tige Anwendwg- in der AMiysi« und 
verdienen deswegen Aufmerksamkeit. Wir gedenken , am dies zn zeigen , «in 

avderapal aaf sie zorftckzukemmen. 

32 



1 
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Uittilea n<>oh ete« »artokhwrfdiid« BM i gtu w ige nit; beMniin<aoh 
weil sie sich so einfach ergiebt. Es ist bekanntlich "^ 

. -fC^f— a)SC(l,3y..,i^-3)"-*-l-.... 
Bmrniftnim wir den SommoB- Aas4rack für di«se Yerbindwigen sar ;rlen Classe 
iff^ f(^U »o ist ans (10.) 

11. 6fC(l,2,..., ^r = S^.faq-i)"-'}. 
ZarAoffii^dupg der nölblgeo SuoiiDen-AQsdracke benatzen wir. folgende Glei- 
cboog, die sich leiicht rechtfertigeQ lälat: 

Nun ist hekanntlich SC(i^2,....qy=^, also na6h (10. and 11:) 
Wird ^—1 statt q, R = t und ii = 3 in (12.) gesetzt, so «fgiebt sich 

i 

Aus (11.) erlifiU man . < ; 

SC(l,2,3,.,..f)^. = 2S_q^.S^^+S:SgS^^. 
Wird y — 2 statt q, R = 2, 'i»==3, dann q—3 statt g, ii==3, n=^4 in 



(9,) gesetzt, so entstehen ^«r Ausdrtoke otad #s ist ' . . - | 

ÄC/(1,^,3,....9) = -«•<»•— JijT^T 4.3 j-'-iiii [-^'^"fSTi — 

Wird in dieser Weise fortgefahren^ so Ufilt sich leicht, daa Gesetz fit die zu- 
rflcklaufende Bildungsweise der Vorzählen erkennen. Das Gesetz fOr Am Fa- 
cultfiten liegt klar vor. Die Ableitung der rten VorsaU in der tntm (blasse 
ist durch folgende Gleichung gegeben: 

13- AT = (m+r-i)(jr/+^r^). ' ■• ' 

Hieraus gewinnt man folgende DareCeUangta: 
M,{SC(1>,.... ,:)•== lM.ä^+9B4.il|^+»880Ä^ 



14. 



au 

sc(i,a »)'=504o:i?^+64aa4.a:^+803e6o-is±g^ 

+70S3a».<4J!;^+866ma:tg?ti 

Wt;+6a3376.iS^+3678840.M^ 

■ 

4'H0»978ft?£j^+188B8840i^ä^+18a888T0-i£^ 



«.. • 



•' 'i 



+M0540.Ü^ 
SC(l,a,...;»)PÄ 40820-ai^ 

(' «11 J\t9l_l 



Nach (5.) ergiebt sich hieraas anmittelbar far die Summen der Veri)in- 
dang^ mit WiederboJuBgeat 



15. 



1»!» 



ÄC'(1,8,.-.-. <f)*f=^ +.1511» 






I ^ 






t^' 



|6|1 



8C'(%2,....qy 



-24.-gi + 180.-^-21O.^ + 105.§, 



» . - «, 



t . • I 



Eben so leicht lassen sich nach der nfimlichen Methode dfeSitemen-Ansdrjlcke 
fflr die Veri>indangen ohne Wiederholungen • finden. Für diese Yerbinduigen 
gilt bekanntlich folgende zarflcUanfende Bildangsweise : 

16. SC'(l,2,....'^>'f==^Ä(7(l,»,,,.,j;'*-^f(y-l)«C'(l,2,,.,.7^ir-* 

+ (y-2)-S'C"(l,^,....y-2r-» + --, 
al9Ptmdi.. .i • • •• .....: ■ ..; ' .- ^.. •:.- •■ " . ' 

. .17. SC'(l,2,....^r ='.r^./'(V-). \ 

Werden nnn die gtfidrig^en Werthe statt* q, jR[ und n nacb^tO. und 17.) in 

(130 bei jedem Jbe^ndern Falle eingefflhrt, so ergeben sich, nach geh&äger 

Ordaoig un^ bedücBon, foTgendc Summen * Ansdrflcke : i 
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Nachtrag zu dem zweiten Abschnitte. 



§. 49. 

Zu §. 10 und 11. 

In einer Urne sind n^ mit den Zahlen 1, 2, 3, .... n bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt p Kugeln einzeln heraus, betrachtet die anf-^ 
geschriebenen Zahlen und legt die Kugeln in die Urne zurflck. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit ) dafs wenigstens eine Kugel mit der auf ihr stehenden 
Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffen werde? 

Die Zahl der gflnstigen Fälle stimmt, wie leicht zu sehen, mit der 
Anzahl der Stellen-Elemente Oberein, welche entstehen, wenn man die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen ans n Elementen zur pXen Ciasse bildet. Be- 
zeichnet man die Gruppen -Anzahl dieser Steilen -Elemente bei den Ver- 
setzungen mit Wiederholungen, nach Analogie der Stellen - Elemente bei den 
Versetzungen ohne Wiederholungen (Combinationslehre §. 43.), durch 

■ 

so wird ihre Gruppenzabl auf eine ähnliche Weise wie jene und zwar auf fol- 

I 

gende Weise gefunden. 

Die Zahl der Gruppen, in welchen je ein Element auf der Stelle, 
welches seine Stellenzahl angiebt, erscheinen kann, ist p. Vor und nach ihm 
können alle Elemente in jeder möglichen Mischung auf /i— 1 Stellen erscheinen. 
Die hiedurch bedingte Gruppenzahl ist 

Diese Zählungsart föhrt jedoch zu viele Gruppen auf; denn es trifft 
sich, dafs auflösende Gruppen unter zwei Elementen zugleich, also zweimal 
gezählt, werden, während sie nur einmal gezählt werden sollten. Es müssen 
daher alle Gruppen ausgeschieden werden, in welchen die Stellen -Elemente 
paarweise zusammentreten können. Ihre Zahl ist, da keine Versetzungen 
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möglich sind, ![ o ^^^ ^^^ ^^^^ diesen Gruppen können alle Elemente, 
in jeder möglichen Mischung, auf p — 2 Stellen erscheinen. Die hiedurch 
bedingte und auszuscheidende Gruppenzahl ist also ^ f^ nP^'^. Fährt man 

1 . £ 

in dieser Zählungsweise durch allmäliges weiteres Ausscheiden fort, so ergiebt 
sich folgende Zahl gfinstiger Gruppen: 

(1.) S^'K, o,, .... a^Y = pn^^' - {p\nr^'' '\' {p),nr'' - {p\nr^-^ ^ . . . . 

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in übergeht. Diese Grnppenzahl läfst 
sich auch auf das Binomium zurflckfOhren und wie folgt darstellen: 

(2.) iS/'C«!, «„.... «J" = «P-K— /»»P-^ +(/»), »P-^-(/»)jnP-» + . . . .] 

= »"—(» — 1)" = J{n — \f. 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn Nr. 1 oder 2 durch die 
Zahl aller möglichen Fälle vf dividirt wird. Man erhält 

(0-. \„—P P(p-<) I p{p-i){p-2) p(p-inp-2)(p-3) , 



. . . • 



1-0-17 = 



J(n—i)P 



nP 

Die Wahrscheinlichkeit wird um so grö&er, je gröfser n und p sind; 

1 — — j nähert sich in diesem Falle der Null mehr und mehr. In 

Nr. 3 kann höchstens p=^n werden. Man kann daher fragen : wie viele 
Ziehungen sind nöthig, um bei einer bestimmten Zahl von Kugeln einen ge- 
wissen Grad der Wahrscheinlichkeit zu erhalten, dafs wenigstens eine Kugel 
mit der aufgeschriebenen Zahl in der Ziehnngsreihe zusammentreffen werde? 
Zu dem Ende hat man x aus der Gleichung 

zu entwickeln. Setzt man w = — , so ist 

s 

ri i ;r — '^^^*~^^ _ log^-log(^-r) 

" 10g(l--) ~ lOgH-lOg(H-l) 

Der Grad der Wahrscheinlichkeit x- ist übrigens, wie sich leicht erkennen 
läfst, in bestimmte Grenzen eingeschlossen. 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs keine KugeK mit der aufgeschriebenen 
Zahl in der Ziehungsreihe unter den oben angegebenen Bedingungen zusam- 
' 33» 
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mentreffen werde, ist 

(5.) „, = i_^ + £i|=4^-£l£i^^£l=:HI+.... = (i_lY. 

^ ^ n • 1.2.M' 1.2.3.W' ' ^ »/ 

Zugleich ergiebt sich aus (5.) die Zahl der Gruppen bei den Ver- 
setzungen mit Wiederholungen, wo kein Element auf seiner Stelle erscheint 
Sie ist| 

(6.) 8t![0i a,, 02,0,,.... o„y 

= n^—pnP-'-\'(p\n^ — (p)3nP'^-\ = {n — iy. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs in p Ziehungen gerade r Kugeln (nicht mehr und nicht weniger) mit 
der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden? 

Die Zahl der Gruppen, in welchen gerade r Elemente zugleich an 

ihrer Stelle erscheinen, ist ;^(p-*)(;^--8) ->- (p-r+<) , ^^fg^^ diesen dürfen 

auf den übrigen (// — r) Stellen keine Stellen-Elemente vorkommen» Um die 

Zahl der günstigen Fälle zu finden, mufs in (G.) p — r statt p gesetzt und 

der gefundene Ausdruck mit (p)^ verbunden werden. Dann ist die fragliche 
Gruppenzalil: 

und die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

(8.) w = PiP-iy-iP-r+i) (i _ ±j-. 
^ ^ 1.2.... i7r x ny 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs wenigstens r Kugeln mit den aufgeschriebenen Zahlen in der Ziehungs- 
reihe zusammentreffen werden? 

Die Zahl der günstigen Ffille ergiebt sich, wenn man aus (7.) die Zahl 
der Gruppen nimmt, in welchen gerade r^ r-|-l,- r-f-S, . . . . // Elemente an 
ihrer Stelle erscheinen. Man erhält sie, wenn in (7.) allmfilig r, r-}-!, 
r-f2, ....p statt r gesetzt wird. Demnach ist 

St'[r, r-f-1, r+2, p; «i, «2, ^3, o„Y 

^(pU^{n-lr-^=(p)^^lnP^-.-f^ 






257 

Ordnet man diese Darstellong nach den Potenzen von n, so ergiebt sich 

u. s. w. 

Die Zahl der günstigen Fälle läfst sich daher auch so darstellen: 

(9.) St^ir, r+1, r+a, ....p; «i, «», a,F 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

nn-^ r (P)r I iP)r+l I (p)r+2 l TA 1^ 



(P)rn (A>-r)r . (p-r){p-r-i)r (p-r)(p-r-i)(p-y-2)r , 1 
»'• L* (r+l)»"" 4.2(r+2)w» 1.2.3(r+3)M» "i J 



p(p-l)....(y-r+l) /^i A _ ±y-'f)^ 
i.2....(r-iW J^ \} n) *^*- 



Setzt man in (10.) «-f^ statt r, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs höchstens 
» Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen fibereinstimmen werden, 

(11.) ei;_l--^;^[l j^j:^ + l.2(.+ä)»» *J 



1 — 



(P) 



«+i 



«»+» 



(*-fl)/S'(l-^)'' 'öo?. 



Die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens r und höchstens « Kugeln (also r, 
r-f-l, r-f-2, s) mit den auf ihnen stehenden Zahlen in der Ziehungs- 
reihe zusammentreffen werden, ergiebt sich, wenn man S'\-\ m (10.) setzt 
und das Resultat von (10.) abzieht. Sie ist 



(«•) - ° "'^lüri^^fi^^^'y ^-O-v)^- 



"'fir.ijii^r-y ^ci- ^)'-w. 



In einer Urne befinden sich m Kugel -Arten, von welchen jede n, 
mit den Zahlen: 1 , 2 , 3 , . . . « n bezeichnete Kugeln enthält, p Kugeln werden 
einzeln heraus genommen und nach der Ziehung in die Urne zurückgelegt. 
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Wie groh ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel mit der anf 
ihr geschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffe? 

Man sieht leicht, dafs die Zahl der gflnsligen Fälle mit den Gruppen 
der Stellen-Elemente zusammenfallt, welche entstehen, wenn man die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen zur pXen Classe aus tn Eiementenreihen auf- 
stellt. Die Gruppenzahl läfst sich ganz auf die oben zu Nr. 1. angegebene 
Weise finden, wenn man erwfigt, dafs die auflösenden Gruppen jeweils so 
viel mal mehr vorkommen werden, als die mit einerlei Stellenzahlen bezeich- 
neten Elemente aus den verschiedenen Elementenreihen Versetzungen mit Wie- 
derholungen zu der erforderlichen Classe (f/i\ m^ m', . . . .) geben können. 
Diesem zufolge ist die Zahl der Stellen-Elemente (gOnstige Gruppen-Anzahl) 
(13.) Sl'[ai^ Ö2, .... «„; Äi, ^2, .... J„; Ci, ^2, .... c,.; ... . iWi, f/t2, .... fn„y 
= p.m{mny^^ — (p)2m\Mny^^'\^{p)^m\mny^^ — p^m\mny^ ••• 
= (fnny—{mn — my — »•''[«p — (n— 1/] = mf'Jin—iy. 

Für die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn durch (mnf die Zahl 
aller möglichen FfiUe dividirt wird: 

MA^ ]n P PiP-^) I P{p-mp-i) _ p(p-\){p-2)(p-Z) , 

Bleibt man bei dem eben bezeichneten Entwicklungsgange, so lasseif sich 
leicht die nachstehenden Fragen beantworten. 

Die Bedingungen sind wie vorhin. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe 
zusammentreffen werde? 

ri5-) w = i_A4.£iiiz4)_Pi£z:lH£ii2)j-.... = fi_l.Y. 

j^jo.j w—i „ T 1,2.«» 1.2.3.M» ^ V* nJ 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade r, nicht mehr und nicht weniger, mit der 
aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden, ist 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens r Kugeln auf ihrer Stelle erscheinen 
werden, ist 

{p)r Va (p—r)r , (p—r){p—r~\)r {p—r){p—r—l){p—r—2)r , 1 

""* w' L* (r+l)»1" 1.2.(r+2)«» 1.2.3.(r+3)«* ' "J 

~ i.2....(r-i)n- J^ V^-TT/ ^^' 



mP (n —1)'^'' ', 
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Man sieht aus der Vergleichang vod (3. and 14.)) (5» und 150^ (8. und 16.)) 
{10. und 17.) 9 dafs die vorgelegten Fragen, obgleich von wesentlich ver* 
schiedenen Bedingungen ausgehend, doch zn einerlei Resultat fähren. 

An die bisher aufgestellten Gleichungen knflpfl sich die Beantwortung 
folgender Probleme aus der Combinationslehre. 

Werden die Versetzungen mit Wiederholungen aus den Elementenreihen 

zur f^ten Classe gebildet, so ist die Zahl der Gruppen, in welchen kein Stellen- 
Element erscheint, 

(18.) 5^/'[0; öl, Ö29 ^n\ *n *29 • • • • *«; • • • • »»1, »I2, mnY 

und diejenige, worin gerade r Stellen -Elemente erscheinen, 

i 

(19.) St'[r; öl, «29 «/.; *i» *27 *n; . . . . »ii, 1W2, — m„y 

ferner diejenige. Worin wenigstens r Stellen -Elemente erscheinen, 

(20.) iS/' [r, r -f 1 , /?; öi, Hj) •••• ^n; ^19^29 **; .... Wi, iW2,....m'^y 

In jeder von k Urnen sind n mit den Zahlen 1, 2, 3, n bezeichnete 

Kugeln enthalten. Man zieht allmälig alle Kugeln aus jeder Urne. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel in der Ziehungsreihe 
mit der darauf geschriebenen Zahl zusammentreffe? 

Das fragliche Ereignifs kann entweder hei dem Ziehen der Kugeln 
aus der ersten Urne, oder, wenn es nicht geschieht, bei dem Ziehen aus der 
zweiten, dritten etc. eintreffen. Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit des 
Zutreffens nach (2. §. 10.) durch 

•^^ = ^-1:2+0:3-0X4+' •'^~^^""' 1.2... n 

und die entgegengesetzte durch €1^2== 1 — t^i? so ergiebt sich fär die firagliche 
Wahrscheinlichkeit : 

(21.) %V = ITi-f «^itl>i+tl>2M'i + tl^t«'l4- • • • • W^2""*M^i = 1^1 -'J7| 

= «^IT = 1 — «^2- 

1 — u?. 
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Dies Nämliche gilt auch fflr den Fall, wenn in jeder Urne m Arten von Ku* 
geln enthalten sind, welche die genannten Zahlen zur Aufschrift haben. Die 
Werthe von Wi und u^2 sind dann aus (2. $.110 einzuführen. 

Die Bedingungen sind wie vorhin. Man zieht aus jeder Urne gleich-* 
zeilig eine Kugel, ohne die gezogene Kugel in die Urne zurückzulegen, und 
fahrt so fort, bis p Kugeln aus jeder Urne gezogen sind. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs alle, gleichzeitig in einer Ziehung erscheinenden Ku- 
geln die nämliche Zahl haben, und dab diese Zahl mit der Ordnungszahl in 
der Ziehungsreihe zusammentreffe? 

Die Zahl der günstigen Fälle findet sich ganz nach der zu Nr 1. an- 
gegebenen Scblufsweise. Das gleichzeitige Zusammentreffen von je k gleich- 
bezeichneten Kugeln aus allen Urnen vermehrt die Zahl der günstigen Fälle 
nicht. Es giebt immer nur eine Art, wie Dies geschehen kann. Demnach 
giebt es p günstige Fälle, die sich mit den Versetzungen ohne Wiederholun- 
gen auf den übrigen Stellen verbinden können. Die hiedurch bedingte Grup- 
penzahl ist p[{n — l)(n — 2) . . . . (n — A-f-1)]*. Hievon sind nun diejenigen 
Gruppen auszusondern, in welchen das Zusammentreffen paarweise Statt findet. 
Sie sind 

^ifHl[(„_2)(n-3)....(»-p+l)]» 

u. s. w. Die Fortsetzung dieser Schlüsse giebt folgende Zahl der günstigen 

Gruppen : 

22. Sl'[aj,,a2,....a„\ *i,*2, *«; *n*2^ k,]P'P*^>"" 

= P [(« -if'^-'f -(P)d(n - 2r''-']* + (P)^ Kn - 3r'«-^]* 

Wird [ii(n — 1) (n — p-f 1)]* durch die Zahl aller möglichen Fälle dividirt, 

so ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit, und man erhält 

ÄO. ^ — ^k 1.2[«(n— 1)]* » 1.2.3[n(n— 1)(M— 2)]* 

Werden alle Kugeln aus jeder Urne gezogen, so ist 

o . _ _i 1 L i 

^^- ^ — ^^*-i 1.2[m(w— 1)]*-* + 1.2.3 [M{w—l)(ri—2)]*-i 

Die nämliche Frage läfst sich stellen, wenn in jeder Urne mehrere 
gleich bezeichnete Kugel- Arten (m) vorhanden sind und p' Kugeln einzeln und 
gleichzeitig aus jeder U^ne gezogen werden, ohne dafs man die gezogene 
Kugel in die Urne zurücklegt. Die Zahl der günstigen Fälle wird durch 
die gleiche Scblufsweise, wie vorhin, gefunden ; wobei jedoch zu bemerken ist. 



.... 
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dafs die Zahl der auflösenden Gruppen Konimmt, indem in jeder Urne m Kugel- 
Arten vorhanden sind, von denen jede die entsprechenden Elemente liefert. 
Die Zahl der gflnsligen Gruppen ist 

25. A = /?iii*[(«iii— l)'^*»-»]* — (/i)2»i^*[(m» — 2)'^-''-']* 

+ (Z^), w^* \mn — 3)"-'»-^* 

FOr die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, durch Dividiren mit \(jnnY^^^\^^ 

I? 1.2[m»(m»— 1)]* "f" i.2/A\mn{mn—\)(mn~2)Y 

Werden unter den nämlichen Bedingungen aus k Urnen, von welchen 

jede n, mit den Zahlen 1, 2, 3, n bezeichnete Kugeln enthalt, je p Ku- 

geln einzeln und gleichzeitig gezogen, Wird stets die gezogene Kugel in die, 
Urne zurQckgelegt, und fragt man, wie grofs die Wahrscheinlichkeit sei, dafs 
wenigstens einmal alle gleichzeitig gezogenen Kugeln die gleiche, mit der 
Ziehungsreihe fibereinstimmende Zahl zeig^, so findet sich fflr die dem Er- 
eignifs günstige Gruppenzahl: 

27. S<'[äi, «2f ö«; *M *2^ • • • • *«; — Ai^ Äj, — Äjp.i'.p.- •• 

= nP^ — [nP^ — pn^-^^^J^{p\n^p-^^^ ] = n''* — (»*— 1)". 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn man durch nf^ dividirt, 
und ist 

Oft ^^ — P P(P-^) I P(P—*)iP-^) 
^»- «^ — J?- 1.2.»^*+ 1.2.3.W'* 



• • f 



i_(=^=,_(,_^)'. 



• • • • 



Sind in jeder Urne m verschiedene, mit 1, 2, 3, ... . n bezeichnete Kugel- 
arten enthalten, wird unter den angegebenen Bedingungen je eine Kugel aus 
jeder Urne gezogen und Dies p mal wiederholt, so ist die Zahl der günsti- 
gen Fülle: 

29. A = pm\mn)^'^^ — {p)2m^\mny^^^^']-{p)^m^\mn)^^^^ — 

_ (jwiiy* — m''*(ii*— !/• 
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist, nach den gehörigen Reductionen, 

30. «,= l-(l_jrj. 
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Sie fällt mit (^28.) zusammen. Man kann, wie man siebte auf die vor- 
liegenden Fälle auch die Fragen ausdehnen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit 
sei, dafs gerade r, oder wenigstens r Kugeln unter einander mit den auf^ 
geschriebenen Zahlen in den p Ziehungsreihen äbereinstimmen werden. Ihrer 
Beantwortung steht keine weitere Schwierigkeit entgegen. Zugleich sieht man, 
dafs die in (22. bis 30.) gefundenen Gleichungen allgemeiner sind, als die in 
(§. 10. und 11.) gegebenen, so wie dafs sich letztere aus jenen ableiten lassen, 
wenn A: = l gesetzt wird; was för die tlichtigkeil der hier gegebenen Glei- 
chungen spricht. . 

Anmerkung. Von den in diesem Paragraph mitgetheilten Entwick- 
lungen hat Laplace die Nr. 24 seiner Theor. amd. d. prob. p. 224 et 225 
entwickelt. Sein Text und die dazu entwickelte Gleichung passen aber nicht 
zusammen, und seine Gleichung beantwortet eine andere als die von ihm ge- 
stellte Frage. Seine Worte sind: 

„Goncevons maintenant ua noaibre i d'urnes renfermant chacune le nombre it 
de boules, toutes de couleurs dilFerentes (hier durch die Zahlen 1, 2, 3, ... n 
bezeichnet) et. que Ton tire successivemenl toutes les boules de chaque urae. 
On peut determiner la probabilite, qu'une ou plusieurs boule^ de la m^me 
couleur sortiront au möme rang dans les i tirages.^' 

Dieses Problem fftlU offenbar mit dem obigen Nr. 21 zusammen und 
ist, wie leicht zu sehen, von dem in (24.) beantworteten ganz verschieden. 
Laplace hat bei Stellung der Aufgabe das gleichzeitige Erscheinen der mit 
gleicher Zahl bezeichneten Kugeln (bei ihm Kugeln von gleicher Farbe) fiber- 
sehen; was jedoch die hervortretende Grundbedingung in dem vorliegenden 
Probleme bildet. Er hätte das Problem so aufstellen sollen, wie es zu (24.) 
gestellt wurde. 
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